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Skrivtid: 8-13. Inga hjilpmedel tillatna. Losningarna skall atfoljas av forklarande text. Varje
uppgift ger hogst 5 poing. For betygen 3 (4) (5) krdvs minst 18 (25) (32) poéng, inklusive ev
bonuspoéng.

1. (a) Avgor om nagon eller bada av foljande formler #r tautologi genom att sidtta upp
sanningsvardestabeller for dem.

(=(pA—g)Ng) —p “(pAgq) < (mpV q).

(b) Lat A och B vara méngder i ett universum U. Visa att (AN B)¢ = A°U B°.
(Om X &r en méngd i U, sa betecknar X komplementet till X med avseende pa U.)

2. Konstruera fyra funktioner fi, fa, f3 och fy fran N till N med f6ljande egenskaper:
(i
(ii

) f1: N — N ér bijektiv;
)

(iii) fs3 : N — N &r surjektiv men inte injektiv;
)

f
f2 : N — N ér injektiv men inte surjektiv;
(iv) fi: N — N &r varken surjektiv eller injektiv.
3. Visa med induktion att 2772 4+ 32! &r delbar med 7 for alla naturliga tal n.
4. Visa att om heltalet n inte #ir delbart med 3, s& ér talet n* + n? + 1 delbart med 3.
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5. Bestam sista siffran da talet 2 skrivs i basen 7.

6. Pa méngden av par av positiva heltal, Z, x Z,, definierar vi en relation S genom
(a,b)S(c,d) <= ad = be.

Visa att S &r en ekvivalensrelation pa Z4 x Z,.

Ekvivalensklassen som innehaller paret (a,b) betecknas [(a, b)].

Rékna upp tre par forutom (3, 4) som tillhor ekvivalensklassen [(3, 4)]. Visa sedan att
[(3, 4)] &r upprékneligt odndlig genom att ange en bijektion f: N — [(3, 4)].

7. Ekvationen z* + 1223 4+ 5622 + 120z 4+ 100 = 0 har minst en multipelrot. Los ekvationen
fullsténdigt.

2
8. Polynomet f(z) = 23— 522 +az — 2 har reella koefficienter. Minst ett nollstélle till f ligger

pa imaginéra axeln. Los ekvationen f(z) = 0. Vad &r a?
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(a) Den forsta formeln &r inte tautologi eftersom den &r falsk om p &r falsk och ¢ &r sann.
Den andra formeln ar tautologi.

(b) Rita t ex Venndiagram fér de bada méngderna. Eller visa att for ett godtyckligt element
x €U giller z € (AN B)° < z € A°U B°. Man kan da ha anvéndning av tautologin i

uppgift (a).
T ex: fi(n) = n; fa(n) = n+2; fs(n) =n—1omn >0, f3(0) = 0; fa(n) = 10.

Egenskaperna maste visas gilla.

. A(n) = 2" 4 3271 Bas: 7|A(0) eftersom A(0) = 7.

L.A: 7|A(p) for ett viss heltal p > 0. Alltsa finns heltal K sa att A(p) = 7K.

Ind.Steg: A(p + 1) = 2-2PT2 4 9. 3%FL = 9 (2pF2 4 320H1) 4 7. 3% = [en] [ A] =
27K +7- 3% = 7 (2K + 3%*1). Alltsa 7|A(p + 1). Enligt induktionsaxiomet foljer nu
att 7|A(n) for alla naturliga tal n. VSB

Falluppdela efter vad n &r kongruent med modulo 3.

Ett tal X i basen 7: X = a, 7" + - - - 4+ a27* + a1 7 + ag, dér ag, ..., a, € {0,1,...,6}. Man
ser att X — ag ar delbar med 7, och alltsa &r sista siffran det tal mellan 0 och 6 som X &r
kongruent med modulo 7.

Vi far nu (modulo 7): 23812 = 2812 — 9327042 _ (93)270 . 92 — 1270 .y — 4,

Svar: Sista siffran &r 4.

S ar reflexiv, dvs (a,b)S(a,b) eftersom ab = ba for alla pos heltal. S dr symmetrisk, ty
(a,b)S(c,d) innebér ad = be, och (¢, d)S(a,b) innebér cb = da. Den ena medfér den andra
eftersom multiplikation 4&r kommutativ. For att visa S transitiv, anta att (a,b)S(c, d) och
(c,d)S(e, f). Da géller ad = bc och cf = de. Vill visa att (a,b)S(e, f), dvs att af = be. Vi
far ad - cf = bc- de, forkorta med cd (som inte ar 0 eftersom vi sysslar med positiva heltal)
och fa af = be. Alltsa &ar S en ekvivalensrelation.

Vi har (a,b)S(3,4) omm 4a = 3b. Eftersom 3 primtal och inte delare i 4, sa maste 3|a,
dvs a = 3k for nagot heltal k. Da blir 3b = 4 - 3k, som medfor att b = 4k. Alltsa, om
(a,b) € [(3,4)] sa dr (a,b) = (3k,4k) for nagot heltal k& > 0. Det foljer att [(3,4)] =
{(3k,4k) : k> 1,k € N}.

Sa f: N — [(3,4)] kan t ex definieras: f(n) = (3(n + 1), 4(n + 1)).

Anvind Euklides algoritm for att finna en SGD till f(2) och f’(z). Multipelrétter maste
vara nollstéllen till SGD.

Alternativt: Sok forst nollstéllena till f'(z), och prova dessa i f(z). (Ett multipelnollstille
till f(z) maste vara ett nollstélle till f/(z).) En SGD till f(z) och f'(2) ir r(2) = 2°+62410.
Genom att lisa baklinges i Euklides algoritm ser man att f(z) = r(2)%

SVAR: Det finns tva dubbelrotter: —3 + 4.

. Ett nollstélle till f(z) & z = bi pa im-axeln (dér alltsa b € R). Eftersom polynomets

alla koefficienter &r reella dr d&ven —bi en rot, och det tredje nollstéllet ar reellt, sig c.

2
3’ sa ¢ = 3" Rotternas produkt ar 2,

2 2
vilket ger —b2'2§ =2, 54 b> = 3. Nu kan f(2) faktoriseras f(z) = (z — bi)(z + bi)(z — §) =

2
Nollstdllenas summa, &r 3’ vilket ger bi — bi 4+ ¢ =

2
(224 3)(2 — 5)’ varur vi far a = 3.

2
Svar: Ekvationens rotter: 3’ +/34. Koefficienten for z ir a = 3.



