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Isac Hedén Tentamen

Tillatna hjalpmedel: Skrivdon och linjal. Varje problem ger maximalt 5 poang — om inget annat
anges kravs att Iésningarna skall vara atféljda av klar och tydlig forklarande text for full poédng.
Gréanserna for betygen 3, 4 och 5 gar vid 18, 25 och 32 poéang respektive (inklusive eventuella
bonuspoéng fran duggan). Pabdrja varje uppgift pa ett nytt blad.

Skrivtid: 08.00-13.00.

1. Pa den forsta uppgiften krivs inga motiveringar, endast svar.

a) Ge exempel pa ett icke-konstant reellt polynom p(x) sadant att p(1 + i) = 0.
b) Ge exempel pa tva olika polynom som &r associerade med varandra.

c) Ange tre heltal z som uppfyller 0 < z < 15 och z = 3° (mod 5).

d) Ge exempel pa ett heltal b sadant att den diofantiska ekvationen

2013z + by = 32

har odndligt manga heltalslosningar x, y.

e) Bestdm sammansittningen (f o g)(z) av f6ljande tva funktioner:
f:R—R, f(z)=2> och g¢g:R—R, g(z)=2z+1.

Glom inte att ange sammanséttningens definitions- och malméngd.

Losning:
a) Det reella polynomet p(z) = (x — 1 —i)(z — 1 414) = 2° — 2z + 2 har 1 + i som nollstille.
b) Vi kan ta polynomen = och 2x.
c) Eftersom 3° =3%-3%.3=(—1)-(=1)-3 =3 (mod 5), ér de sokta talen 3,8 och 13.
d) Ett heltal b sadant att SGD(b,2013) = 1 duger, sa vi kan till exempel ta b = 1.
e) Sammansittningen dr

fog:R — R
r = 42?4z +1,

eftersom f(g(z)) = f(2z +1) = (22 +1)* = 42 + 4z + 1.

2. a) Skriv talet (137)pnio 1 basen 3.
b) Visa att 6|/(n — 1)n(n + 1) for varje heltal n > 0.

Loésning:



a) Vihar (137)nio =92 +3-9+7=3"+3+7=3"+3>+2-3+ 1 = (11021) e

b) Nagot av de tre pa varandra foljande talen (n—1), n och (n+ 1) maste innehalla en faktor
tre, och minst ett av dem maste innehalla en faktor tva. Alltsa dr deras produkt delbar
med 2 -3 =6.

3. Vilken #r den minsta positiva rest som kan erhallas vid division av 19*® med 17?

L&sning: Vi rdknar modulo 17:
1918 =98 =9t. 0. 94 .94 .92 = (1) . (1) - (=1) - (-1)-4=4.
Svaret &ér alltsa 4.

4. Grona stearinljus kostar 11 kronor styck och silverfirgade stearinljus kostar 16 kronor styck.

a) Bestdm samtliga heltalslosningar till den diofantiska ekvationen 11z + 16y = 1.

b) Nir Adam kopte stearinljus av de tva sorterna blev det totala priset 312 kronor. Vilket
ar det hogsta sammanlagda antalet ljus han kan ha kopt?

Loésning:

a) Med hjilp av Euklides algoritm (fram- och bakldnges) finner vi en 16sning (z,y) = (3, —2).
Eftersom SGD(11,16) = 1, har ekvationen den allménna 16sningen

r=3—16n
,n € Z.
{yz—Q—l—lln

b) Den totala kostnaden for = stycken grona ljus och y stycken silverfirgade ar 11z + 16y,
sa vi behover 16sa ekvationen 11x + 16y = 312. Vi far en 16sning genom att multiplicera
l6sningen (z,y) = (3, —2) fran ekvationen i a) med 312, och den allménna losningen blir

,n € 7.

r =936 — 16n
y=—624+ 11n

Det finns tva virden pa n som ger icke-negativa viarden pa x och y, nimligen n = 57 som
ger (z,y) = (24,3) och n = 58 som ger (z,y) = (8,14). Det storsta antalet ljus som Adam
kan ha kopt dr alltsa 24 4+ 3 = 27 stycken.

5. Bevisa med induktion att

EORAE AN T
2 22 28 oo 2n
forn=1,2,3,....
Lo6sning: Bassteget (n = 1) innebér att kontrollera att % ar lika med 2 — 1;—12, vilket stammer.

Lat nu p > 1 vara ett godtyckligt heltal, och antag att formeln staimmer for n = p. Da foljer det
att

1 2 3 p p+1l p+2 p+1
sttt Tyt m = 275 T ya
_ o 2p+4—-p—1
- op+1
p+3
2=t

sa att formeln stdmmer dven for n = p 4+ 1. Det slutfér induktionsbeviset.



6. Lat A= {(z,y) € ZxZ | xy = 0}, det vill siga A &r den méngd som bestar av alla punkter
i planet med koordinater (x,y) sadana att = och y &r heltal och deras produkt &r noll.

a) Askadliggor mingden A i en figur.

b) Visa att A dr uppriknelig genom att konstruera en bijektion f : N — A. Bijektionen
f kan beskrivas pa sluten form, rekursivt eller med hjilp av figuren fran a).

Losning: Miangden A bestar av alla punk-
ter pa koordinataxlarna med heltalskoordi-
nater, de dr rodmarkerade i figuren. I figu-
ren dr dven en bijektiv funktion f : N — A
beskriven: funktionsvérdet f(n) &r lika med
den punkten i A som ar markerad med ta-
let n € N. P& sluten form ges funktionen av
foljande uttryck:

(07 _%) omn=0 (mod 4)
20 oma=1 (moda
f(n) = (0, nT—i-Q) omn=2 (mod4)
(-2,0) omn=3 (mod4)

Man kan ocksa beskriva f rekursivt — om
man vill det s& kan man med fordel tdnka
sig att figuren ligger i det komplexa planet
C istiillet for R%. Den rekursiva definitionen
blir: f(0) =0, f(1) =1 och

Fn1) = {;f(n) om Im (f(n)) >0

if(n)4+1 annars

om n > 1. Har betecknar ¢ den imaginéra
enheten, alltsa 2 = —1.

7. En relation R pa Z definieras av Ry <— 5|3:2 — 12

a) Visa att R &r en ekvivalensrelation.
b) Visa att s och s+ 5¢ tillhor samma ekvivalensklass da s, t € Z.

c¢) Hur manga ekvivalensklasser pa Z ger R upphov till?

Loésning:
a) Lat z,y,z € Z vara godtyckliga heltal. Relationen &r reflexiv eftersom
tRr <= 5z —2®> <<= 5|0

Den ar symmetrisk eftersom

tRy — 5lz2—y? = 5|-(2*-9?) < yRz,



och den ar transitiv eftersom

zRy ANyRz = 5|(x? —y?) A5|(y? — 22)
= 5" —y’) + (¥’ — ) =a" - 2
= zRz.

Innan vi fortsiitter, ligger vi mérke till att 2Ry <= 2% = ¢? (mod 5).

b) Lat s,t € Z vara godtyckliga heltal. Da har vi s = s+ 5t (mod 5), och genom att kvadrera

bada sidor far vi
s = (s+5t)* (mod 5),
vilket innebér precis att sR(s + 5t). Alltsa tillhor s och s 4 5t samma ekvivalensklass.

c) Ekvivalensrelationen R ger upphov till tre ekvivalensklasser pa Z, ndmligen [0], [1], och [2]
(dér [a] som vanligt den ekvivalensklass som innehaller a). For ett heltal x har vi ndmligen
fem mojligheter nér vi rdknar modulo 5: =0,z =1, x =2, 2 = —2, eller xt = —1. Om
z = 0 foljer det att 2 = 02, sa att 2 € [0]. Om = = +1 foljer det att 2% = 1%, sa att
z € [1]. Om slutligen z = 2 foljer det att =2 = 2%, sa att x € [2].

8. a) Bestim samtliga nollstiillen till polynomet p(t) = t* — 5t% + 3t + 9, givet att p(t) har
ett dubbelt nollstélle.

b) Anvénd resultatet i a) och sambandet mellan ett polynoms nollstéllen och koefficienter
for att hitta samtliga reella 16sningar (x,y, z) till f6ljande ekvationssystem:

T+y+z=25
Ty +x2+yz =3
ryz = —9

Losning:
a) Vi beriknar polynomets derivata:

P(t) =32 —10t+3=3(t"—Lt+1).
Dess nollstéllen &r ¢ = 3 och t = %, alltsa maste det dubbla nollstéllet till p(¢) vara en
av dessa tva. Eftersom p(t) har heltalskoefficienter och ledande koefficient lika med 1,
maste ett rationellt nollstélle till p(t) vara ett heltal, sa nollstéllet &r ¢t = 3, och ddrmed
ar (t —3)2 = t2 — 6t + 9 en faktor i p(t). Division ger p(t) = (t — 3)%(t + 1), sa att p:s
nollstéllen &r ¢ = 3 (dubblet) och t = —1 (enkelt).

b) Antag att z,y, z € R 1oser det givna ekvationssystemet. I sa fall ar

p(t) = 2 —5t24+3t+9
= B —(z+y+2)t2+ (zy +x2z+y2)t —ayz
= (t—z)t—y)(t-2),

sa x,y och z &r nollstéllen till p(t). Det laimnar bara tre mojligheter, ndmligen
(z,y,2) = (3,3,-1), (3,—1,3), eller (—1,3,3).

Inséttning av dessa i ekvationssystemet visar att dessa tre verkligen &r l6sningar.



