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25 respektive 32 poang.

1.

(Obs: denna uppgift l6ses inte om man har klarat duggan!)

Visa att utsagorna (p A (—q)) V ((—p) A q)) och (pV q) A (=(p A q)) &r ekvivalenta.

Forkorta braket
xt+ 223 + 422 + 20+ 3

x4 + 223 + 322

sa langt som mojligt.

Bestam alla heltalslosningar till den diofantiska ekvationen

34z 4 700y = 6.

Bestam den rest som fas da 10'° 4+ 100°° divideras med 7.

. Visa med induktion att

k—1 n+1
=1
2k AU
k=2
for alla heltal n > 2.

Polynomet f(x) = 32 + 42 + 10z + 3 har ett rationellt nollstille.

(a) Bestam alla nollstéllen till f(x).
(b) Skriv f(x) som en produkt av irreducibla rationella polynom.

Polynomet f(x) = zt 4+ 223 + 222 + 8z — 8 har ett rent imaginért nollstélle (det vill séiga ett

nollstélle med realdel 0). Bestam alla nollstéllen till f(z).

Lat A vara méngden av reella tal 2 som uppfyller att 22 &r ett rationellt tal, det vill siga

A={reR|z*cQ}

Visa att A ar en uppréaknelig mangd.

Lycka till!
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Losningar till duggan i Algebra I 2014-06—-03

1. Bada utsagorna &ar sanna om och endast om precis en av p och ¢ r sann. Darmed &r utsagorna
ekvivalenta.

2. Med hjilp av Euklides algoritm finner vi att x? + 2z 4+ 3 &r en storsta gemensam delare till
ot + 223 + 42% + 22 4 3 och 2 + 22% + 32%. Genom att faktorisera far vi

et + 203 + 42 + 20 +3 (2P +1)(a*+204+3) 2P +1

xt + 223 + 32 - 22(22 422 4 3) x?
3. Vi forenklar forst till

172 + 350y = 3.
Sedan bestdmmer vi SGD(350,17) med hjilp av Euklides algoritm:

350 =20-17+10

17=10+7
10=7+3
7T=2-3+1

Alltsa &r SGD(350,17) = 1. Dessutom &r
1=7-2-3=7-2(10-7),
— 2.104+3-T=-2-10+3(17— 10) =
=3-17-5-10=3-17—-5(350—20-17) =
= —5-350+103 - 17.

och dérmed ar (z,y) = (103, —5) en 16sning till 17z + 350y = 1. Alltsa ar (z,y) = (309, —15) en
16sning till 17z + 350y = 3. Eftersom SGD(350,17) = 1 &r 16sningarna till 172 4+ 350y = 3 precis

dir n € Z.
y=—15417n,

{ x = 309 — 350n,
4. Modulo 7 géller att

Alltsa ar resten 6.

5. Om n = 2 sa ir vansterledet

1 1
=1 och hogerledet 1 — z =71 Alltsa stdmmer utsagan i

922

detta fall.
Lat m > 2 och antag att

k-1 m+ 1

St

2k 2m

k=2
Da géller
KRkl k=1l mtl-1_ mtl m _ 2mt2-m_ omiltl
Z 2k _Z 2k om+1 - om om+1 - om+1 - om+1
k=2 k=2

Det vill sdga, om utsagan géller for n = m sa géller den dven for n = m + 1. Alltsa foljer med
induktion att

" k-1 n+1
E LA

2k 2n
k=2

galler for alla heltal n > 2.



6. Eftersom f har heltalskoefficienter ar varje rationellt nollstélle pa formen p/q dér p|3 och ¢|3,
vilket motsvarar p/q € {£1,+3,4+1/3}. Eftersom alla koeflicienter ar positiva maste dessutom
p/q < 0. Alltsa ar p/q € {—1,-3,—1/3}. Genom att berdkna f(p/q) i de tre fallen ser vi att det

enda rationella nollstallet till f ar -3 Alltsa delar 3z + 1 polynomet f(x). Divisionsalgoritmen
ger
fx)= (2 +2+3)(Bx+1).

1 1 1, V1li
Ekvationen 22 + 2 + 3 = 0 har 16sningarna = = —5 + 1 3= 5 + 2 Z. Nollstéllena till f
V114 1 V11g

1 1
ar alltsd oy = —=, T = — = + och 23 = —= — .

2
Eftersom x5 och x3 har nollskild imaginérdel ar de inte reella tal och darmed inte heller rationella
tal. Darmed &r 22 4+ = + 3 irreducibelt ver Q. Polynomet 3z + 1 har grad 1 och &r dérfor ocksa
irreducibelt 6ver Q. Faktoriseringen

f(x) = (2> +2+3)(3z+1).

ger darmed f skrivet som en produkt av irreducibla rationella polynom.

7. Polynomet f har ett nollstille pa formen bi déar b € R. Alltsa ar f(bi) = 0, vilket betyder att
b* —2b% — 2b° +8bi —8 =0

Genom att jamfora real- och imaginérdel far vi

pr—2n2 —8=0
203 +8b=0

Den andra ekvationen &r ekvivalent med b € {0,2, —2}. Insdttning i den forsta ekvationen ger
l6sningarna b = +2. Vi har alltsa tva nollstéllen x; = 2i och x5 = —2i. Darmed delar (x — 2i)(x +
2i) = (2% + 4) polynomet f(z). Divisionsalgoritmen ger

ot — 2 42t 2= (22 + 22— 2)(z2 + 4).
Vilket ger ytterligare tva nollstéllen x5 = —1 4 V3ochzy=—-1-+3

8. Lat y € Q. D4 har ekvationen 2° = y tva reella 16sningar = = +,/y om y > 0, en reell 15sning
om y = 0 och inga reella l6sningar om y < 0. Det foljer att funktionen f:Q — A, som ges av

)WV omy >0
f(y)—{_\/_—y om y <0

ar bijektiv. Alltsa finns en bijektion mellan A och Q (det vill siga A har samma kardinalitet som
Q). Eftersom Q &r uppréknelig dr ddrmed A uppréknelig.



