UPPSALA UNIVERSITET Tentamen 1 matematik
MATEMATISKA INSTITUTIONEN ALGEBRA 1
DAN STRANGBERG 2016-12-16

Skrivtid: 5 timmar. Tillatna hjdlpmedel: endast skrivdon. Varje uppgift ger hdgst 5 poing.
For betygen 3, 4 och 5 krivs minst 18, 25, resp. 32 poidng, inklusive ev. bonuspoing.
Lésningarna skall atféljas av forklarande text. For full podng krévs att du noggrannt
motiverar varje steg i ditt resonemang. Paborja varje uppgift pa ett nytt blad. Lycka till!

1. (a) Lat A och B vara tva utsagor. Undersok sanningsvirdet for utsagan
(AV-B) & (mA = B).
(2 poéing)

(b) Lit M ={x €R: 22 <16} och N={r €Z: 2|z} Bestim MNN. (3
poéng)

Lisning. (a) Vi stéller upp en sanningsvirdestabell.

| AV-B|-A = B|(AV-B) & (A = B)
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(b) Méangden M kan skrivas som M = {x € R: —4 <z < 4}. Méngden N bestar
av alla jimna heltal. Darfor far vi

MNN={zeZ: (2|z)A(—4<z<4)}={-4,-20724}.

O

2. (a) Visa att den Diofantiska ekvationen 520z — 216y = 4 saknar lésningar.
(2 poéng)
(b) L&s den Diofantiska ekvationen 520x — 216y = 8 fullstidndigt. (3 podng)

Lésning. (a) En Diofantisk ekvation az + by = ¢ har l6sningar om och endast om
SGD(a,b) delar c. Vi vill dérfér hitta SGD(520,216). For detta anvinder vi
Euklides algoritm:

520 =2-216 4 88
216 =2-88+40
88=2-40+38

40=5-8.



Den sista nollsklida resten dr 8 vilket betyder att SGD(520, 216) = 8. Eftersom
8 inte delar 4 saknar ekvationen l6sningar.

(b) Vi borjar med att forkorta ekvationen:
520z — 216y =8 & 65z — 27y =1.

Genom att anvinda Euklides algoritm fran (a) kan vi skriva 8 som en kombi-
nation av 520 och 216:

8=88—2-40
=88 —2-(216 —2-883)
=5.88—2-216

=5-(520 — 2-216) — 2 - 216
=5-520—12-216
=520-5—216-12.
Vi far alltsd 520 -5 —216-12 =8 < 65-5—27-12 = 1. Vi ser att 29 = 5

och yo = 12 loser ekvationen. Den allménna losningen ges da av x = 5+ 27n
och y =12 4 65n dir n € Z.

0
3. (a) Lat a vara ett heltal sidant att 4|a + 1. Visa att 8|a® — 1. (3 poéng)
(b) Skriv talet (2131)5 i bas 10. (2 poéng)
Losning. (a) Eftersom 4|a + 1 kan vi skriva a = 4k — 1 for nagot heltal k. Vi far
da
a® = (4k —1)*
= 16k* — 8k + 1
= a’—1=16k" — 8k
= 8(2k? — k).

Alltsd géller att 8 | a’?—1.
(b) Vi skriver ut vad (2131)5 betyder:
(2131)5 =2-5%+1-52 +3-5' +1.5°
=250+25+15+1
=291.

Sa (2131)5 = 291.



4. P4 mingden av reella tal infors en relation R som ges av aRb < |a—b| <
4. Bestdm vilka av egenskaperna reflexiv, symmetrisk, transitiv som relationen R
uppfyller.

(5 poéing)

Liosning. Relationen dr reflexiv eftersom att for varje reellt tal a giller |a — a| =

0 < 4, s& vi har aRa for varje reellt tal a.

Lat nu a,b vara tva reella tal sidana att aRb. Vi har da att |a — b| < 4. Vi far da
b—a|l=|-(a—b)|=|la—b <4 < bRa.

Alltsa géller aRb = bRa och relationen &r dérfor symmetrisk.

Relationen ér inte transitiv. Som motexempel kan vi ta a = 6,b = 3, ¢ = 0. Da giller
la — bl =3 <4 och |b—c| =3 savihar bade aRb och bRc men |a —c| =6 > 4 s&
vi har inte aRc.

Relationen &r alltsa reflexiv och symmetrisk men inte transitiv. O

5. Visa med induktion att (n + 1)2 < n3 for alla naturliga tal n > 3. (5 poéng)

Liosning. Lat VL, = (n+ 1)2 och HL,, = n3. Vi vill alltsa visa att VL, < HL,
for alla naturliga tal n > 3. Vi borjar med basfallet n = 3.
Basfall: Vi har VL3 = 4% = 16 < 27 = 3% = HLg sa basfallet stimmer.
Induktionsantagande: Antag att VL, < HL, fér nagot naturligt tal p > 3.
Induktionssteg: Vi har

VI = (p+2)°
=((p+1)+1)
=p+1)*+20p+1)+1
<p’+2(p+1)+1 (enligt TA)
=p+2p4+2+1
<p*+3p*+3p+1
=(p+1)°
=HLpy1,

s& vi har VLyy1 < HLy.1.

Enligt induktionsprincipen foljer darfor att VL, < HL, for alla naturliga tal n >
3. O



6. Lat M vara méngden av jimna heltal och 1at funktionen f: Z — Q ges av f(n) =
5. Visa att f(M) = Z och att f ger en bijektion mellan M och Z. (5 poéng)

Lésning. Eftersom M enbart bestar av jimna tal kan varje tal i M skrivas som
2k dar k &r nagot heltal, dvs. M = {n € Z: n = 2k,k € Z}. Vi far dérfor
f(n) = f(2k) = 27’“ = k s& f avbildar varje element i M pé ett heltal och varje heltal
triffas eftersom M innehaller n = 2k for varje heltal k. Vi har alltsad f(M) = Z.
Detta betyder ocksa att f ar en surjektion fran M till Z. Kvar aterstar darfor att visa
att det ocksd &r en injektion. Antag darfor att f(ni) = f(ng). Eftersom n; = 2k;
och ng = 2kg kan vi skriva f(n1) = f(n2) < f(2k1) = f(2k2) < ki1 = ko, men
ki1 =ke = ny =2k; = 2ky = ng s& f &r en injektion fran M till Z. O]

7. Polynomet 2 — 223 4 522 — 122 — 6 har ett imaginirt nollstille. Hitta samtliga
nollstéllen. (5 poiéng)

Lésning. Vi ansatter ett nollstélle x = ¢b dar b € R. Detta ger oss da
0 = (ib)* — 2(ib)* + 5(ib)* — 12(ib) — 6
= b* 4 2ib® — 5b? — 12ib — 6.

Eftersom realdelen och imaginirdelen bada maste bli 0 far vi tva ekvationer som
bada maste vara uppfyllda:

bt — 50 —6=0 (realdel) ,
26 —12b =0 (imaginsrdel) .
Vi ger oss pa den andra ekvationen.
263 —12b = 2b(b* —6) =0

Vi kan se att ekvationen har 16sningar b = 0 och b = £+/6. Losningen b = 0 kan inte
stdmma eftersom den inte uppfyller ekvationen for realdelen. Lésningarna b = £6
uppfyller bada ekvationerna. Alltsd har polynomet de tva imagindra nollstéllena
x = 4i/6. Det foljer att polynomet #r delbart med (x2 + 6). Vi utfor divisionen.

2 —2x—1
xt — 223 + 522 — 122 — 6| 2246
—(z* + 62%)
—223 — 2% — 122 — 6

—(—223 — 127)
—2% -6

—(—2% — 6)

0



Vi ser alltsd att polynomet kan skrivas som (22 + 6)(2? — 2 — 1). Genom att
anvinda till exempel (p — g)-formeln far vi fram att 2 — 2z — 1 har nollstillen
r=1++2. Samtliga nollstillen ar alltsd x = :ti\/g, 1+ 2. O

. Bestiam ett reellt tal a sddant att ekvationen 223 — (4 + 3d)z? — (4 — 6i)z +ai =0
har en nollskild imaginér rot. Los sedan ekvationen fullstdndigt. (5 podng)

Lésning. Vi ansétter ett nollstélle x = ¢b. Inséttning ger da att

2(ib)3 — (4 4 3i)(ib)* — (4 — 64)(ib) 4+ ai = —2ib> + (4 + 3i)b*> — (4 — 61)ib + ai
= —2ib> + 4b? + 3ib® — 4ib — 6b + ai
=0.

Genom att samla ihop realdelen och imagindrdelen och sdtta bada till 0 far vi
ekvationerna

4b* — 6b =0 (realdel),
—20% 430> —4b+a=0 (imaginérdel) .

Ekvationen for realdelen ger oss
46> — 6b=2b(20—3) =0

och vi ser att denna ekvation har 16sningarna b = 0 och b = g Eftersom vi vet att
den imaginéra roten ska vara nollskild forkastar vi direkt 16sningen b = 0. Vi sétter

dérfor in b = % i ekvationen for imaginérdelen:

3\ 3\? 3 27 9
—2<> +3<2> —45ta=-27 437 —6+a

2 8 4
2T 27
=a—6
=0.
Vi méste alltsd ha a = 6. For att losa ekvationen fullstdndigt delar vi darfor

223 — (44 3i)2? — (4 — 6i)z + 6i med z — 3i.



202 — 4x — 4

223 — (4 + 3i)x? — (4 — 6i)x + 61{x — 3

— (223 — 3ix?)
—42% — (4 — 6i)x + 61
—(—42? + 6ix)
—4x + 61
—(—4x + 61)
0

Vi ser alltsd att

223 — (4 + 3i)x? — (4 — 6i)z + 6i = (3: — ;z> (222 — 4z — 4).

Polynomet 222 —4x—4 har enligt (p—q)-formeln nollstéllen = = 14+/3. Losningarna
till den ursprungliga ekvationen ges alltsa av x = %i, 1++3. O



