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Skrivtid: 5 timmar. Tillatna hjdlpmedel: endast skrivdon. Varje uppgift ger hogst 5 poéng.
For betygen 3, 4 och 5 kravs minst 18, 25, resp. 32 poang, inklusive ev. bonuspoang.
Losningarna skall atfoljas av forklarande text. For full podng kravs att du noggrannt
motiverar varje steg i ditt resonemang. Paborja varje uppgift pa ett nytt blad. Boérja
med att ldsa igenom hela tentan sé att du kan stélla eventuella fragor under lararbesoket.
Lycka till!

1. (a) Lat A, B vara tva utsagor. Visa att utsagan (A A -B) A (B v -A) alltid ar
falsk. (3 poéng)

(b) Lat M, N vara tvd méngder i ett universum X. Rita Venndiagram fér méang-
derna M n N€ och N uM®. (2 poéng)

Lésning. (a) Lat P vara utsagan (AA-B)A(Bv-A). Vi stéller upp en sannings-

vérdestabell:
A|B|AA-B|Bv-A|P
S| S F S F
S | F S F F
F| S F S F
F|F g S F

Vi ser fran sanningsvardestabellen att P alltid ar falsk.

(b)

(a) Venndiagram for M n N€. (b) Venndiagram for N u M*€.

2. Valj ett heltal ¢ sddant att den Diofantiska ekvationen 195z + 84y = ¢ har I6sningar



och 16s ekvationen fullstandigt for ditt val av c. Glom inte att motivera ditt val av
c. (5 poéng)

Lésning. For att den Diofantiska ekvationen ska ha 16sningar méaste SGD(195, 84)
dela c¢. Vi borjar darfor med att berikna SGD(195,84) med hjilp av Euklides
algoritm.

195=2-84+27
84=3-27+3
27=9-3

Eftersom den sista nollskilda resten ar 3 sa ar SGD(195,84) = 3. Vi kan darfor vélja
¢ =3. Med detta ¢ far vi

1952 +84y =3 < 6bxr+28y=1.

Genom att ga igenom Euklides algoritm bakldnges far vi ocksa

3=84-3.27
=84-3-(195-2-84)
=7-84-3-195

=195-(-3)+84-7

s& vi ser att « = -3 och y =7 ger en 16sning. Den allménna losningen ges darfor av

x=-3-28n och y=7+65n diar n ar ett heltal. O
(a) Skriv talet 517 i bas 3. (2 poéng)
(b) Bestdm resten som fas da 1322 delas med 5. (3 poéng)

Bewvis. LOsning

(a) Eftersom 3% = 243 och 32 = 27 kan vi skriva

517=2-3°+31
=2.39+3%+4
=2.3°+3%+3+1

och vi far da att 517 = (201011)s5.



(b) Resten som erhalls #r det tal n sidant att 0 <n <5 och 13?2 = mod 5. Vi
anvinder darfér kongruensrakning:

13282 =, 3282
=5 (32)141
=, g1
=, 4141
=5 (-1
=5 -1
=54

s resten ar 4.

4. Visa med induktion att 5| (7" —2") for alla naturliga tal n > 1. (5 poéng)

Lisning. Basfall For n =1 far vi 7' - 2! = 5 och eftersom 5|5 stdmmer utsagan.
Induktionsantagande Antag att 5| (77 - 2P) for nagot naturligt tal p.

Induktionssteg Induktionsantagandet 5| (77 — 2P) ar ekvivalent med 77 = 2P mod 5.
Med kongruensriakning far vi da

(AR O (4
=5 7-2P
=52.2P
= 2p+1

enligt induktionsantagandet. Eftersom 7P*! =5 2P*! « 5‘ (7P+! —2P*1) har
vi bevisat att 5 ‘ (7Pt - op+ly,

Enligt induktionsprincipen giller darfor 5|7 — 2" for alla naturliga tal n >0. [

5. Relation R pé& heltalen ges ava Rb < ab=0 mod 7. Avgor, med bevis eller mo-
texempel, vilka av egenskaperna reflexiv, symmetrisk och transitiv som R uppfyller.
(5 poéng)

Lésning. Reflexiv Vi har att 1-1=1%#0 mod 7 s& R &r inte reflexiv.

Symmetrisk Eftersom ab = ba maste ab=0 mod 7 < ba=0 mod 7Tsda Rb <
b R a vilket betyder att R dr symmetrisk.



Transitiv Ett motexempel ges av att 1 R 7 och 7 R 2 men inte 1 R 2 eftersom
1-7=7=0 mod 7och 7-2=14=0 mod 7Tmen 1-2=2#0 mod 7 sa R ar
inte transitiv.

O

. Lat N, M vara mangderna N = {1,2,3,...,n} och M ={1,2,3,...,m} dar n <m
ar tva naturliga tal.

(a) Konstruera en injektion f: N — M eller f: M - N. (2 poéng)
(b) Konstruera en surjektion g: N — M eller g: M - N. (2 poéng)

(¢) Vad kan vi sdiga om hur kardinaliteterna for N och M forhaller sig till varandra
utifran del (a) och (b)? (1 poéng)

Losning. (a) Eftersom n <m kan vi konstruera funktionen f: N - M som ges av
f(k) = k for alla k sddana att 1 < k < n. Detta &r en injektion eftersom for
k1 # ko far vi f(k‘l) =k + ko= f(kg)

(b) Vi kan konstruera funktionen ¢g: M — N som ges av

kE 1<k<n
k: = =10
9(k) {1 n<k<m.

Forle N har vi 1 <l<nsal=g(l), alltsd ar g en surjektion.
(c) Eftersom det finns en injektion f: N — M kan vi séga att N <. M. Surjektio-
nen g: M — N ger oss ocksa att N <. M.

O]

. Polynomet p(z) = 2* — 23 - 322 — 4z + 2 har ett nollstiille x = —1 +i. Hitta samtliga
nollstallen till p. (5 poéng)

Bevis. Enligt faktorsatsen ar polynomet p delbart med (z — (-1 +7)). Eftersom
polynomet har reella koefficienter ar det ocksa delbart med (z—(-1-14)) och dérfor
med (z - (=1+14))(z - (-1 -1)) =22 + 22 + 2. Om vi utfor divisionen far vi



2 -3z +1
ot -2 -32% -4z +2 | 2%+ 2z +2
—(2* + 223 + 22%)
323 - bx? -4z +2
~(32® - 622 - 67)
2+ 27 +2
—(2%+2x+2)

0

Vi ser att p(x) = (22 + 22 + 2)(2? - 3z + 1). Polynomet 22 — 3z + 1 har nollstéllen

3 5 3 V5
T === —=—4 —

2 4 2 2

enligt p-g-formeln. Polynomet p har allts& nollstéllen x = -1+ och x = % + é O

8. Lat r vara polynomet som ges av r(z) = z* + 23 + 822 + T2 + 2.
(a) Visa att ett reellt tal > 0 inte kan vara ett nollstélle till r. (2 poéng)
(b) Visa att r inte har nagra rationella nollstallen. (3 poéng)

Lésning. (a) Om z >0 far vi >0, 22 >0, 822 >0 och 7z > 0, sa

r(z) =2+ 2% + 822 + Tz + 2
>0+0+0+0+2
>2.

Vi far r(x) > 2 sd = kan inte vara ett nollstélle till r.

(b) Eftersom r endast har heltalskoefficienter méaste ett rationellt nollstélle %’ upp-

fylla ¢|1 och p|2 s& de enda mojliga rationella nollstéllena &r z = +1 och
x = +2. Fran del (a) kan vi utesluta z = 1 och x = 2. Kvar aterstar att kolla
om x = —1 eller z = -2 &r nollstéllen. Vi far

r(-1) = (-1)*+ (-1)> + 8(-1)% + 7(-1) + 2
=1-1+8-7+2
=3

r(-2) = (-2)* + (-2)% + 8(-2)% + 7(-2) + 2
=16-8+32-14+2
=928



Vi kan alltsa utesluta alla mdéjliga rationella nollstéllen sa r har inga rationella
nollstéllen.

O]



