UPPSALA UNIVERSITET Tentamen 1 matematik
MATEMATISKA INSTITUTIONEN ALGEBRA I
DaN LiLja 2018-01-08

Skrivtid: 5 timmar. Tillatna hjdlpmedel: endast skrivdon. Varje uppgift ger hogst 5
poédng. For betygen 3, 4 och 5 krévs minst 18, 25, resp. 32 poéng, inklusive ev. bonuspoéng.
Losningarna skall atfoljas av forklarande text. For full poédng kravs att du noggrannt mo-
tiverar varje steg i ditt resonemang. Paborja varje uppgift pa ett nytt blad. Lycka till!

1. (a) Lat A och B vara utsagor. Gor sanningsvirdestabell for utsagorna A A B,

-AvBoch A < B (3 poéng)

(b) Lat M och N vara méngder i ett universum X . Rita Venndiagram f6r méngderna
MUN och N\ M. (2 poéing)
2. Los den Diofantiska ekvationen 798z + 585y = 9. (5 podng)
3. (a) Skriv talet (713)19 i bas 8. (2 poéng)
(b) Finn resten som fas da 4”1 + 31 delas med 13. (3 poéing)

4. Visa med induktion att

fér alla naturliga tal n > 1. (5 poéng)

5. Lat M, N vara méngder, f: M — N en funktion och definiera relationen R pa M
genom xRy < f(x) = f(y), d.v.s. tva element x,y € M star i relation till varandra
om f avbildar bada pa ett och samma vérde. Visa att R &r en ekvivalensrelation.

(5 poing)

6. Lat M vara méngden av alla komplexa tal z = a+bi dér a,b € Z. Visa att méngden
M &r uppriknelig. (5 poéng)

7. Polynomet 323 +722+112+3 har ett rationellt nollstille. Hitta samtliga nollstllen.
(5 poting)



8. Lat polynomet f ges av f(z) = (z - 3)*(2? + 2)(z —1).

(a) Vilka nollstdllen har f och vilka &r deras multipliciteter? (2 poéng)
(b) Vilka nollstéillen har f och f’ gemensamt och vilken multiplicitet har dessa i

117 (2 poiing)
(¢) Ange en SGD for f och f'. (1 poéng)



Losnignsforslag

A|B|AAB|-AvB|A < B
S| S S S S

1. (a) S| F F F F
F|S F S F
F|F F S S

(b)
X X
(a) Venndiagram for M U N. (b) Venndiagram for N ~ M.

2. Vi anvéander Euklides algoritm for att hitta SGD(798,585):

798 =1-585+ 213
585 =2-213+ 159
213=1-159+54
159=2-54+51
54=51+3
91=17-3

Vi ser alltsa att SGD(798,585) = 3 sa ekvationen har 16sningar. Vi forkortar nu
ekvationen med 3 och far da 266z + 195y = 3. Genom att folja Euklides algoritm
baklanges far vi ut en losning:



3=54-51

=54 -(159-2-54)
=3-54-159
=3(213-159) — 159
=3-213-4-159
=3.213-4-(585-2-213)
=11-213-4-585
=11-(798 - 585) —4- 585
=11-798 - 15-585
=798-11+585-(-15)

< 1=266-11+195-(-15)

Vi ser alltsa att xg = 11 och yg = —15 l6ser hjilpekvationen 266z + 195y = 1. Den

fullstdndiga 16sningen till den Diofantiska ekvartionen ges dérfor av x = 33 — 195n
och y = -45 + 266n for n € Z.

3. (a) Viborjar med att se att 713 =89-8+1 = (11-8+1)-8+1=((1-8+3)-8+1)-8+1
sa (713)10 = (1311)g. Alternativt kan vi se att 82 = 64, 8 = 512 och 8* > 713,
sa vi kan skriva foljande:

713 =1-8% + 201
201=3-82+9
9=1-8"+1
1=1-8°
Vi far darfor att 713 = 1-83+3-82+1-81+1-8% och vi ser da att (713)19 = (1311)s.

(b) Viobserverar forst att 31 =5 mod 13. Vi undersoker nu potenser av 4 modulo
13:

4*=16=3 mod 13
43=4.42=4-3=-1 mod 13
Vi kan alltsa anviinda att 43 = =1 mod 13 for att forenkla uttrycket:
4791 — 43-263+2

- 42 . (43)263
=3-(-1)*® mod 13
=-3 mod 13
=10 mod 13.



Med detta far vi att 421 +31=10+5=2 mod 13.

o n 3 n?(n+1)? .. o . ..
4. Lat VL, = ¥ k” och HL,, = ————. Vi vill da visa att VL, = HLj, for alla
heltal n > 1.

Basfall: For n =1 har vi VL = Xp_ k% =13 =1 och HL; = 22 =1 64 VI, =
HL,.

Induktionsantagande: Antag att V'L, = HL, for nagot heltal p > 1.

Induktionssteg: For n=p+1 har vi

p+1
V=Y Kk
k=1

p
=3 k2 +(p+1)3
k+1

12 p—2(p4+1)2 +(p+1)°

PP(p+1)*+4(p+1)°
1

(p+1)2(p*+4p+4)

- 4

~(p+1)*(p+2)?

- 4

= HLp.1.

Viser att om VL, = HL, sa ér &ven V Ly, = HL,.1 och vivet att VL = HLy
sa enligt induktionsprincipen géller darfér V L,, = H L,, fér alla heltal n > 1.

5. Vi behover visa att relationen ar reflexiv, symmetrisk och transitiv.

Reflexiv: Vi behover visa att mRm géller for alla m € M. Enligt definitionen av
R har vi att mRm < f(m) = f(m) och eftersom f(m) = f(m) giller for
alla m € M sa giller alltsa mRm for alla m € M sa relationen R ar reflexiv.

Symmetrisk: Vibehover visa att om mj Rmg géller sa géiller &ven moRm1. Enligt
definitionen av R har vi m;Rmsy < f(my) = f(m2) < f(m2)=f(m1) <
moRmy sa relationen R &r symmetrisk.

Transitiv: Vi vill visa att om mqRms och msRmg giller sa géller dven mi Rms.

Enligt definitionen av R har vi miRmg < f(mq) = f(m2) och meRms3 <

f(mg) = f(ms3) sa om f(my) = f(mga) och f(msg) = f(ms) sa har vi f(my) =
f(msg) = f(m3) = miRms sa relationen R &r transitiv.



Relationen &r alltsa reflexiv, symmetrisk och transitiv och ar darfor en ekvivalens-
relation.

6. Vi kan hitta en bijektion fran mingden f: M — Z x Z genom f(a + bi) = (a,b) sa
M =.7Zx7Z. Vivet ocksa att Z =, N sa Z xZ =. N xN och darfor M =, NxN. Vi
behover nu visa att NxN <. N. Lat funktionen g: NxN — N ges av g(n,m) = 2"3™.
Da ir g injektiv eftersom g(n,m) = g(I,k) < 2"3™ = 2!3% och enligt aritmetikens
fundamentalsats har vi da n =1 och m =k, sa (n,m) = (I, k). Fran detta far vi nu
M =.NxN<.Nsa M ar uppriknelig.

7. Eftersom polynomet f(z) = 323 +72%+ 112 +3 endast har heltalskoefficienter maste
ett eventuellt rationellt nollstélle x = %’ med SGD(p,q) =1 uppfylla ¢|3 och p|3.

De mojliga rationella nollstéllena blir da x = £1, +3, :I:%. Genom att testa oss fram
ser vi att x = —% ar ett nollstélle och vi kan dérfor faktorisera ut 3z +1 ur f. Vi
gor detta med polynomdivision:

2 +2x+3

323+ 722+ 11z +3 |32+ 1

—(323 + 2?)
622 + 11z +3
—(622 + 21)
9z +3
-9z +3)
0

Vi ser alltsa att f(z) = (22+22+3)(3z+1). Vi hittar nollstillena till 2%+ 2z +3 med
p-g-formeln och far nollstéllena = = —1 + 3v/2. Polynomet f har alltsa nollstéllen

x=-3, -1xiV2.

8. (a) Polynomet f har nollstillen = 3, +i\/2,4. Nollstillet z = 3 har multiplicitet
4, ovriga nollstdllen har multiplicitet 1.
(b) Enligt satsen om multipla nollstéllen &dr det enda gemensamma nollstéllet for
f och f’ nollstillet = 3 eftersom det dr det enda nolstéillet av multiplici-
tet minst 2 och det dr ett nollstille av multiplicitet 3 i f” eftersom det har
multiplicitet 4 i f.
(c) En SGD for f och f’ ges av polynomet (z —3)3.



