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Skrivtid: 5 timmar. Tillatna hjdlpmedel: endast skrivdon. Varje uppgift ger hogst 5
poéng. For betygen 3, 4 och 5 krévs minst 18, 25, resp. 32 podngoéng. Losningarna skall
atfoljas av forklarande text. For full poing krivs att du noggrant motiverar varje steg i
ditt resonemang. Paborja varje uppgift pa ett nytt blad. Lycka till!

1. Lat A, B och C vara utsagor. Konstruera en utsaga med hjilp av utsagorna A,
B och C som har samma sanningsvirden som utsagan P i nedanstaende san-
ningsvérdestabell och bevisa att de har samma sanningsvérden. (5 poéng)
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Losning. Vi observerar forst att utsagan P alltid dr sann ndr C' dr sann. Vi kan
dérfor gissa att P < @ v C for nagon utsaga Q. Om vi begrénsar oss till de fall
da C &r falsk och P &r sann ser vi att detta endast hinder da A &r falsk och B ar
sann. Vi gissar déarfor att Q < -AA B. Vi konstrollerar att utsagan (-AAB)vC
har samma sanningsvéirden som P med en till sanningsvérdestabell.

A|B|C|P|(-AAB)vC
T|T|T|T T
T|T|F|F F
T|F|T|T T
T|F|F|F F
F|T|T|T T
F|T|F|T T
F|F|T|T T
F|F|F|F F
O
2. Los den Diofantiska ekvationen 756z — 260y = 8. (5 podng)

1 Var god vind!



Lésning. Vi anvénder oss forst av Euklides algoritm for att hitta SGD(756,260):

756 = 2260 + 236
260 = 236 + 24
236=9-24+20
24=20+4
20=5-4

Vi ser alltsa att SGD(756,260) = 4. Vi gor nu Euklides algoritm baklénges for att
hitta ett par av x och y sadana att 756z — 260y = 4.

4=24-20
=24 - (236-9-24)
=10-24 - 236
=10- (260 - 236) — 236
=10-260 - 11 -236
=10-260 - 11 - (756 — 2 - 260)
=32-260 - 11-756
=756 - (-11) — 260 - (-32)

Vi ser alltsé att © = —11 och y = =32 &r en 16sning till 756z — 260y = 4. En 16sning
till den ursprungliga ekvationen 756z — 260y = 8 ges dérfor av x = 2- (-11) = -22
och y =2-(-32) = —64. For att hitta den allménna losningen behover vi forkorta
ekvationen. Vi kan se att 756 = 2-378 = 4-189 och 260 = 2-130 = 4-65. Den
forkortade ekvationen &r darfor 189z — 65 = 2 och den allménna l6sningen ges
dérfor av x = -22 + 65 och y = —64 + 189n dér n € Z. O

3. (a) Talet 3B8OEF ir ett hexadecimalt tal, d.v.s. skrivet i bas 16 dir A = 10,
B=11,C =12, D =13, E =14 och F = 15. Skriv talet i bas 10. Som hjalp

kan du anvinda att 162 = 256, 163 = 4096, 16* = 65536 och 16° = 1048576.

(4 poéing)

Lésning.

(3BSOEF)16=3-16°+11-16* +8-16% + 14- 16" + 15- 16"
=3-1048576 + 11 - 65536 + 8- 4096 + 14 - 16 + 15
= 3145728 + 720896 + 32768 + 224 + 15
= 3899631

sé (3BSOEF) 16 = (3899631) 10. 0



(b) Ett vanligt sitt att ange firger i en dator &r som tre stycken tvasiffriga hex-
adecimala tal. De tre talen anger hur mycket r6tt, gront och blatt som ingar
i fargen, i den ordningen. Ju storre tal desto mer av den firgen ingar. Talet
ovan beskriver en farg genom att dela upp det som de tre talen 3B, 80 och EF
dér 3B anger hur mycket rott som ingar, 80 anger hur mycket gront som ingar
och E'F anger hur mycket blatt som ingar. Vilken firg dr starkast? (1 podng)

Lésning. Fragan &r alltsa vilket av talen (3B)i6, (80)16 och (EF')16 som dr
storst. For detta riacker det att titta pa de mest signifikanta siffrorna, hér
3,8 och respektiveﬂ Eftersom E &r storst av dessa betyder det ocksa att
(EF)16 dr storst. Det finns alltsa mest blatt i firgen. O

4. Visa med induktion att talet 3271 + 527 &r delbart med 4 men inte med 8 for alla
heltal n > 0. (5 poéng)

Lésning. Basfall: For n = 0 har vi 327" + 527 = 31 1 59 = 3+ 1 = 4. Eftersom 4|4
men 8 } 4 sa stdmmer basfallet.

Induktionsantagande: Antag att 4 delar 3%°*! + 527 men att 8 inte delar 3%+ +
527 f5r nagot heltal p > 0.

Induktionssteg: For n=p+ 1 har vi

— 32p+3 + 52p+2
— 32 . 32p+1 + 52 . 52p
=9.3%* 1 25.5%

Vi anvénder nu kongruenser modulo 4 respektive 8 for att avgora om 4 eller

8 delar detta tal.

9.-3%*1 1 95.5% = 1.3 1 1.5 mod 4

= 3% 1527 mod 4

=0 mod4
dér den sista kongruensen foljer fran vart induktionsantagande.

9-3%*1 1 25.5% =1.3%"1 £ 1.5% mod 8
=321 L 520 1104 8
£0 mod 8

! Jamfor med om vi skulle avgéra vilket av talen 28, 56 och 91 som #r storst i bas 10.



dér aterigen den sista kongruensen foljer av vart induktionsantagande. Vi ser
alltsa att dven for n = p + 1 giller att 327! + 527 4r delbart med 4 men inte
med 8.

Enligt induktionsprincipen foljer det nu att 32**! + 52" &r delbart med 4 men inte
med 8 for alla heltal n > 0. O

. Lat relationen R pa méngden C ges av z R w < |z| = |w|. Visa att R &r en
ekvivalensrelation och beskriv en av dess ekvivalensklasser. (5 poéng)

Losning. Reflexivitet: Vi maste visa att for varje komplext tal z géller z R z.
Eftersom z R z < |z| = |z| och |z| = |z| dr sant for alla z € C sa &r dérfor
z R z sant for alla z € C och relationen dr darfor reflexiv.

Symmetri: Vi maste visa att om z R w &r sant sa dr d&ven w R z sant. Eftersom
|z| = |lw| = |w|=]z| sa géller &ven z Rw = w R z och darfor dr relationen
R symmetrisk.

Transitivitet: Vi maste visa att z R w och w R v tillsammans implicerar att
z Rw. Sa lat |z| = |w| och |w| = |v| for tre komplexa tal z,w,v. Da foljer att
|z| = |w| = |v| sa |z| = |v] och dérfor géller att z RwAw Rv = z R v och
darfor ar relationen transitiv.

Eftersom relationen #r reflexiv, symmetrisk och transitiv sa ar den en ekviva-
lensrelation. Betrakta nu talet 1. Vad &r dess ekvivalensklass under relationen R?
Eftersom |z| for ett komplext tal z ger dess avstand fran origo sa kan vi tolka z R w
som att z och w har samma avstand till origo, d.v.s. de ligger pa samma cirkel
kring origo. Ekvivalensklassen for talet 1 ar alltsa alal komplexa tal med avstand
|1 = 1 till origo, d.v.s. cirkeln med radie 1 kring origo. O

. Lat M vara méingden av alla odndliga foljder av nollor och ettor, d.v.s. M =
{(ap,a1,a2,...):a;=0,1 Vi>0}. Visa att méngden M &dr éveruppriiknelig. Tips:
Antag att M istéllet dr uppriknelig. Hur kan vi da hitta en motségelse? (5 poéng)

Losning. Antag att méngden ar uppriknelig. D& finns det en bijektion f: N — M.
Vi kan da rdkna upp alla odndliga foljder av ettor och nollor pa foljande vis:

f(0) = Ag = (ap,0,00,1,a02,---)
f(1)=A1=(a10,a1,1,012,...)
f(2) = Az = (az20,a2,1,0a22,...)



Lat oss nu skapa en odndlig foljd av ettor och nollor B = (bg,b1,bs,...) enligt
foljande regel:

bi:{l om a;; =0

0 omam:l.

Detta B kan inte vara nagot av vara tidigare A eftersom by # apo sa B # A,
bi # a1, sa B # Ay, by # az2 sa B # Ay, 0.s.v. For varje k giller by, # ay i, sa B # Ay,.
Eftersom B inte #r nagot av vara Ay kan B inte vara nagot f(k) eftersom dessa
var precis Ag. Alltsa kan inte f vara surjektiv. Detta motsiger antagandet att f
var en bijektion. Darfor kan det inte finnas nagon bijektion och dérfor kan inte M
vara uppraknelig. D4 maste M vara Gveruppriknelig. O

. Polynomet f(z) = z*+(~4+i)a®+(7-44)x?+(~8+5i)2+10 har minst ett nollstille pa
formen x = bi dér b &r nagot reellt tal. Hitta samtliga nollstéllen till f. (5 podng)

Losning. Vi ansétter ett nollstélle z = bi:
0= f(bi)
= (bi) + (4 + i) (bi)3 + (7 - 49)2® + (-8 + 5i)bi + 10
= bt — (4 +0)b3%i - (7 - 449)b? + (-8 + 5i)bi + 10
=b 4% - 707 —5b+ 10 + (40 + 4b* - 8b)i .
Vi kan dela upp detta i realdel och imaginérdel och far da
0=b+03-7H2-5b+10,
0=4b> + 4b* - 8b
=4b(b* +b-2).
Den andra ekvationen har losningar b = 0,1,-2. Losningen b = 0 kan inte l6sa
den 6vre ekvationen sa vi forkastar den. Losningarna b = 1,-2 loser dven den

ovre ekvationen och dérfor &r x =4, -2i tva nollstéillen till polynomet f(x). Enligt
faktorsatsen kan dérfor f(x) delas med polynomet (z —i)(x +2i) = 2% + iz + 2:

22 -4z +5
gt (4+)a® + (7T-40)a? + (-8 +5i)x + 10 | 2% + iz + 2
—(x* +ix® + 22?)
423 + (5 - 44)2® + (-8 + 5i)x + 10

—(~423 - 4ix? - 8x)

522 + iz + 10

~(522 + 5iz + 10)
0




Vi ser alltsa att f(x) = (2 +ix +2)(2? —42 +5). Enligt p-¢-formeln har polynomet
2? — 42 + 5 nollstillen = 2 ++/4-5 = 2 + 4. Nollstéllena till f &r alltsd z =
i,-2,2 4. 0

. Ange for vart och ett av foljande pastaenden om det dr sant eller falskt. Endast
svar kravs.

(a)

(b)

(d)

Varje polynom med heltalskoefficienter har rationella nollstillen. (1 podng)

Svar. Falskt. Betrakta till exempel polynomet z2 + 1 som har nollstillen z =

+1. O
Varje polynom av grad minst 1 kan skrivas som en produkt av polynom av
grad 1. (1 poéng)
Svar. Sant. Detta &r en foljd av algebrans fundamentalsats. O

Om ett reellt polynom har ett nollstélle a + bi dér a,b € R sa ar dven a — bi ett
nollstélle till polynomet. (1 poéng)

Svar. Sant. Komplexa rotter till reella polynom kommer alltid i konjugerade
par. U

Varje reellt polynom av grad minst 1 har ett reellt nollstéllen. (1 poéng)

Svar. Falskt. Betrakta aterigen polynomet z2 + 1 som har reella koefficienter
men imaginéra nollstéllen. O

Lat f vara ett irreducibelt polynom som delar produkten gh av polynomen g
och h. Da maste f dela g eller h. (1 poéng)

Svar. Sant. Detta motsvarar det faktum att om ett primtal delar en produkt
av tva heltal s& delar primtalet ocksa nagot av heltalen. O



