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1. a.) Betrakta foljande utsagor, déar = star for ett heltal:
A :7x ar delbart med 5”

B : 717 ar delbart med 107
C : 7z ar delbart med 3”
D :7x ar delbart med 15”.

Vilka av foljande implikationer géller?
a1) (ANC) = D, az) (ANB) = D, a3) (AN B) = B.
Losning. a;) &r sann eftersom 3 och 5 &r primtal. as) &r sann eftersom B &r falsk
och alltsa (AA B) ar falsk. a3) ar sann eftersom eftersom B &r falsk och alltsa (AA B)
ar falsk.
b.) Bevisa att

AN(BUC)=(ANB)U(ANC),

genom att visa att varje element av vansterledet tillhor till hogerledet och omvént.
Alternativt du kan anvinda Venndiagram for ditt bevis.
Losning b.).

(xe AN(BUCQ)) <= (x€ A)AN(x e (BUQ)) <
— (e AN((reB)V(xel)) —
— ((zeAAN(xeB)V((zre AN(xel)) <
<— (x€eANB)V(xe ANC)) <= z€ (ANB)U(ANCQO).
VSB.



2. a.) Skriv talet (194)¢ i bas 5.
Losning. Vi borjar med att skriva alla potenser av 5 som dr mondre an 194: 5° =1,
5! =5, 52 = 25 och 5% = 125.
Forst delar vi 194 med 53 = 125 for att se hur manga 53 ryms dar:

194 =1-5% 4+ 69.
Sedan delar vi resten 69 med 52 = 25 for att se hur manga 5% ryms dér:

69 =2 - 5% + 19.
Och nu delar vi 19 med 5' = 5.

19=3-5+4=3-5+4-5".
Vi far da
194=1-54+69=1-5"+2-52+19=1-5"+2-52+3-5+4-5" = (1234)s.

b.) Finn resten da 3% + 2 delas med 10.

Losning. Vi har
3% = 81 = 1(mod10)

Nu dividerar vi 3%° med 4:

95 =23-4+3.
Foljaktligen,
395 — (34)23 . 33'
Men
(31?* = 1?)(mod10) = 1(mod10)
och

3% = 7(mod10).
Till slut erhaller vi att

3% +2=1-7(mod10) + 2(mod10) = 9(mod10)

sa att resten da 3%° 4 2 delas med 10 ar 9.



3. Bestam alla heltalslosningar till den Diofantiska ekvationen
TTx + 20y = 3.

Losning. Enligt Euklides algoritm har vi
77T =3-20+17

20=1-17+3
17=5-3+2
3=1-2+1
2=2-1
Foljaktligen, SGD(77,20) = 1 och

1=3-1.2=3-1-(17-5-3)
—6-3-17=6-(20—1-17) — 17 =
=6-20—-7-17=6-20—7- (77— 3- 20)
=27-20—7-77.

Vi ser nu att en heltalslosning till hjalpekvationen

TTx + 20y = 1.
ar xo = —7 och yg = 27 och, foljaktligen, den allmanna losningen till den ursprun-
gliga ekvationen

T7x + 20y =3

ar r = 3xg — 3ln = —21 — 31n och y = 3yy +45n =81 +4d5n, n € Z.



4 a.) Visa att funktionen f(z) = v/ —2+ 1 fran [2, 00) till [1,00) &r en bijektion
och beriakna dess invers f~1.
Losning. Vi har

(f(x1) = f(z2)) = (Vo1 — 2+ 1=V — 2+ 1)
(f(x1) = f(22)) = (Va1 — 2 = Vs —2)

(f(z1) = fz2)) = (21 — 2 =29 — 2) = (21 = T2).

Consequently, f ar en injektion.
Lat nu y € [1,00). Betrakta ekvationen f(x) =y dvs vz —2+1=y. Vi far da
Vi —2+1=y,dvs Vo —2=y—1, -2 = (y—1)? och foljaktligen x = (y—1)>+2 > 2.
Dérmed har vi visat att f ar en bijektion och inversen existerar.
Lat y = f~Y(x), da géller z = f(y), dvs x = /y — 2 + 1. Genom att 16sa ut y far vi
att

y=["12)=(x-1)"+2

>2(3)

k=2

b.) Berdkna summan

Losning. Vi har foljande formel for en geometrisk summa

5 1_qn+1
14+q+q +---+q":—1_q q#1.

Darfor



5. Lat talen a,, vara givna av att a; = % och

1
Ap4+1 = Y 5(1 + an)

forn=1,2,3,.... Bevisa att 0 <a, <1 och a,.1 > a, for allan > 1.
Losning. Forn =1 har vi 0 < a; = % <1 och

5/ 1 2/3 1
Q2 2( —|—a1) 4_a1 5

eftersom

Sa att pastaendet ar sant for n = 1.
Nu antag att pastaendet ar sant fér m, m € Z dvs

och

Vi har da att

1 1
2 = i/g(l + Q1) > §/§(1 + ) = Qg

/1
0< a2 <y S+ =1

Dérmed har vi visat att pastaendet ar sant for m + 1.
Enligt induktionsprincipen ar pastaendet sant for allan =1,2,....
VSB.

och

VSB.

(2p)



6. a.) Definiera begreppet "upprikneligt odndlig mangd”.

Losning. Vi sager att en méangd ”"A” ar upprakneligt oandlig om A ar oandlig och
det finns en injektion fra A till méngden N av alla naturliga tal.

b.) Definiera begreppet "uppriaknelig mangd”.

Losning. Vi siger att en mangd A ar uppréknelig om den ar antingen andlig eller
upprakneligt odndlig.

c.) Visa att méngden av alla positiva udda heltal M = {1,3,5,...} &r upprikneligt
oandlig. Motsvarande bijektion maste ges av en formel.

Losning. Betrakta funktionen f: N — M, dar N = {0,1,2,...} 4 méingden av alla
naturliga heltal, som definieras av formeln

fn)=2n+1 neN.

Vi har
ny 7é No —> 27’Ll 7£ 2712 — f(nl) 7é f(?’LQ)

Foljaktligen ar f injektiv.
Lat m vara ett godtyckligt element i M = {1,3,5,...}. Vi loser foljande ekvation

(fln)=m) <= (2n+1=m) < (n=—— € N).

Foljaktligen ar f surjektiv.

Vi har visat att f ar bijektiv och darmed ar mangden av alla positiva udda heltal
M ={1,3,5,...} upprikneligt odndlig.

d.) Ge ett exempel pa en méngd som inte ar uppriknelig.

Losning. Till exempel, mangden av alla reella tal inter ar uppraknelig.



7. Polynomet p(x) = 223 + x? — 9 har ett rationellt nollstille. Bestam samtliga
nollstallen.

Losning. Alla koefficienter hos polynomet f(z) = 22 4+ 22 — 9 ar heltal och darfor
om ett rationellt tal 2 = £ med SGD(p, q) = 1 &r ett nollstélle till f(z), da giller
att p ar delare i 9 och ¢ ar delare i 2. De méjliga rationella nollstéllena ar da

1 3 9
=4, 2 £ 41, 43,49,
2772 72

Genom att prova erhaller vi att x = % ar ett nollstalle till f(x). Enligt faktorsatsen
dr da polynomet 2z — 3 en delare i f(x). Nu genomfor vi polynomdivision och erhaller
f(z) = (2x — 3)(2® + 22 + 3). For att bestimma de dvriga nollstillena loser vi ut
andra gradsekvationen z? + 22 +3 = 0 och far x = —1 + V2i och z = —1 — V/2i.
Polynomet f har, foljaktligen, nollstallena x = %, r=—-14++v2o0chz=-1-+2



8. Los fullstindigt ekvationerna f(z) = 2* — 623 + 1522 — 182 + 10 = 0 och

2% — 8x% + 21z — 20 = 0, om man vet att de har minst en gemensam rot.

Losning. Om « ir en gemensam rot till f(z) = 2* — 623 + 1522 — 18z + 10 =0
och 23 — 822 + 21z — 20 = 0, da giller enligt faktorsatsen att x — o dr en icketrivial
gemensam delare till polynomerna f(x) och g(x). Nu bestammer vi en SGD med
Euklides’ algorithm:

f(x) = (x + 2)g(x) + 10(2* — 4z + 5). (1)

g(x) = (x — 4)(2* — 42 + 5). (2)
En SGD ar alltsa h(z) = 2? — 4x + 5. Nu har vi fran (2) och (1) att

g(x) = (x = 4)h(z)

och
f(x) = (z+2)(z — 4)h(x) + 10h(x) = (z° — 22 + 2)h(z).

De gemensamma rotterna erhéller vi ur h(z) = 22 — 42 +5 =0 och de dr . = 2 + i
och z = 2—14. Dessutom har ekvationen g(x) = 0 roten x = 4 och ekvationen f(z) =0
rotterna till 22 — 22 +2=0,dvsz =1+ioch oz =1 —.

Svar: f(x) =0 har rotterna z =2 +1i, x =2 — 4, x =144 och x = 1 — i, medan
g(x) = 0 har rotterna x =2 +4, t =2 — ¢ och z = 4.



