
Uppsala universitet Tentamen 2022–06–13

Matematiska institutionen Algebra I

Martin Herschend

Skrivtid: 8:00-13:00. Till̊atna hjälpmedel: endast skrivdon. Tentan best̊ar av 8 uppgifter och
varje uppgift är värd 5 poäng. Totalt krävs 18 poäng för betyget 3, 25 poäng för betyget 4 och
32 poäng för betyget 5. Alla lösningar ska inneh̊alla fullständiga resonemang och inte bara
svar.

Uppgift 1. Avgör i vart och ett av nedanst̊aende fall om det finns icke-tomma delmängder
A,B ✓ Z som uppfyller det givna villkoret. Om s̊adana mängder finns ska ett exempel anges.
Om inte ska en kort motivering ges.

(a) A \B = ;,

(b) A [B = ;,

(c) A \B = B,

(d) B ✓ A \B,

(e) A \B ✓ B.

Uppgift 2.

(a) Bestäm alla lösningar till den diofantiska ekvationen 31x+ 41y = 1000.

(b) Bestäm den lösning (x, y) som uppfyller x > 0 och y > 0.

Uppgift 3. I basen m gäller (111)m · (54)m = (6324)m. Bestäm m.

Uppgift 4. Visa med induktion att

nX

k=1

4k3 = n2(n+ 1)2.

Uppgift 5. Hitta alla heltal x som uppfyller följande system av kongruenser.

8
><

>:

x ⌘ 2 mod 4

x ⌘ 6 mod 8

x ⌘ 5 mod 9

Uppgift 6. Definiera relationen R p̊a mängden av komplexa tal C s̊a att xRy om och endast
om det finns positiva heltal a och b s̊a att xa = yb.

(a) Visa att R är en ekvivalensrelation.

(b) Visa att {0} är en ekvivalensklass.

(c) Visa att varje annan ekvivalensklass har oändligt många element.

Var god vänd!
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Uppgift 7. L̊at X vara mängden av alla slutna intervall vars ändpunkter är rationella tal,
det vill säga

X = {[a, b] ✓ R | a, b 2 Q, a < b}.

Visa att X är uppräknelig.

Uppgift 8. Ekvationen

x3 + (1� 2i)x2 + (2� 6i)x+ (2� 4i) = 0

har en lösning x = �1. Bestäm övriga lösningar.
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[ ④sningar Algebra
I
,
2022-06-13 .

①
a) Ja .

Tatra miingder som
inte

hair naogragemensamma
element

.

Till exempel A- = { 1,23
,

B={ 3,4}

Dai air An 13=0
.

b) Nej . 0m AuB=¢ sñ air A=∅ och 13=01
.

c) Ja .

Va"lj A ooh B sci att BEA .

Till exempel -1={1,433,13--4,2} .

Dci air An D= { 1,23=13 .

d) Nej .

0m ✗ c- B si air ✗ ¢ A - B .

e) Ja . Vailj A ooh B si att A ≤ B.

Till exempel A-_ { 1,23
,

13={1,2/3}
Doi air A) 13=0 c- B.



② Vi Ibsen 31×+414=1000

sGDE 41=31+10

31 =3 . / 01-1 si
SGD /31,411=1

-31×0+4140=1 : I = 31 -3.10

= 31-3/41-311=4-31-3.41

⇒ Ho , -101=(41-3) ger 31%+41-5-1

⇒ 31.11000×1+41.11000%1=1000

a) Altasnigar {
✗ = 400° -41" nez .

y = -3000 -131h,

✗ so ⇔ 4000 > 41h .

Vi detar 4000
med 41 .

4009%4-1 ger
4000=41-97+23

Alltsi air ×> ◦ ⇔ n ≤ 97

-36¥
2{}- n= 97 ger 11=23 tom

%

Winston positive
vairdet poi ×.

Four n
-

_ 97 air y =
-3000+31.97

= -3000-13100-93
= 770

b) =L it éÉ✗o .

Koll : 31*23+41.7=713+287--1000,
ok

.



③
"

( I 111m . ( 5h1m : lmztm -11115m -141

= 5m ' -15mi -15m + 4m44cm -14

= 5ms -19mL +9m -14 .

163241mi

Alltsñ : 0=1-63242 - lllhi(54)_
= m3 _ 6m>-7m = m(ni- 6m - 7)

Lo" sniugar m = 0
,
m=3±fF7 =3 -1-4

M > 0 ⇒ in
= 3+4=7

Svar:m



④ Vi visar É4k=n4n+Ñ wed induction .

K=1

Basta / I n=l ger UL = 4-13=4

HL = i. ( i -1172=4
ok

.

lnduktionssteg . Antag £4k
>=nYn*Ñ fiirnaogotm ≥i .

K=1

Mtl

D8 air { 4k
>

= £4k>+ ycm-iip-nyn-15-4lm-iipbr.ttin -1112

K=l K=1

= (m2-146+4/4+15 = 1m44cm -1411m -1112

= @ +2121m -1112 ok

Enligt induktionsprincipeufoljer

£4k>=nYn+Ñ for alla n ≥ !

K= I



⑤ Vi tiger {
✗ ⇒ " °ᵈ4%sGD=y≠ ,
11=-6 mod 8

✗ = 5 mod 9

✗ IG mod 8 ⇒ ✗ = 84+6=-2 mod 4

Alltsi

{
✗ ⇒ mood 4

11=-6 mod 8 ← S9P= /
✗ ≤ 6 mod 8 ⇔ {✗ ≤ 5 mod 9 /
✗ = 5 mod 9

Sitt ✗ = 9×1+8×2

Vi fair 9×1=-6 mod 8 ⇔ ✗ ± 6 mod 8
,

8×2=-5 mod 9 ⇔ - ×
,

-= 5 nod 9

⇔ Xz=. -5 mud 9 .

En lo"snMg
'

a'✓ ✗ = 9.6+8.1-51=54 -40=14

Efferson 591718,91=1 ger kinesiska restsatsenatt

alla liisningar air 11=14+724 , ntZ .

14=12_i2I2mod4oKoll : 14--8+6=-6 mod &
14--9-15=-5 mod 9 .



⑥ a) Retlexiv : ✗
'

= ×
' sci ✗ Rx .

Symuuetrisk : ✗ Ry ⇒ Fab :X:-p
⇒ yb=✗a ⇒ YRX .

Transitive ✗ Ry och yRz

⇒ Farhad :{
×a=yb
y
'
= zd

⇒ ✗
"

= ybc = zbd ⇒ ✗ Rz

eftersom aqbd air positives
heltal

.

Alltsa air R en ekvivalens relation .

b) ✗ Ro ⇒ Fqb : ✗9=0%0 ⇒ ✗=o

Sao ekvivalensklassen ar o air { o} .

4 0m ✗ to Sai harden binomiskaekvationen

2-
"
= ✗
,

n olika / ④ sningar Z
≥

.

. .
,ZnE

som alla till hair
Klassen [ ×] au X .

Alltsñ hav [ ×] minst n element fiirvarje

heltal n > o
.

Det fiiljer att [ ×] air oaindlig .



⑦ Funktionen ✗ → ④ ✗ Q
[a. b) l→ (aib)

air injektiv . Vi vet att ④ ~ IN

Sao ④ ✗ ④ ~ IN ✗ IN - IN
.

Alltsa finns

en injektiv function ✗→ IN
.

Enlist sats air ✗ diirmeduppraiknelig .



⑧ siitt f- 1×1=11 > + (1-21)×2+12 - Gil + (2-4.7 .

f- 1-11=0 ⇒ 1×+11 delarf . Vi utfiir division en :

gey := X2 - Zi ✗ + 2- Yi

X3-efl-2.it/2-Cz-6i)x-C2-4i#Xtl-lP+x?zix-+cz-6i1xtl2-4i)

-t2iñ-22 - nil

-112-44×-112%1
Alltsi f- 1×1=9441×+11 .

Nukuadratkompletterarvigkt.gl/y--X2--ixt2-4i--fx--i---Z-4i
= ¢ - it -13 - Ui

Vi liiser g. 1×1=0 ⇔ K - it? -3+4 :

Saitt x-i-w-atbi.si
W' = -3+4 ,

'

Relwz) : a2- b' =-3

IWY : a2
-162--7976505=5

adder ⇒ za?z

⇒ 9=-1-1

Imlwy : Zab = 4 ⇒ b =±2⇒a+bi= -1-4+2,1

✗ =i+w= i -1-11+24

liisning.am/i--yXz--lt3i,Xs---1-i-


