Algebra II: Provtenta + Losningar

1. Lat ¢ : N — N vara Eulers p-funktion. Bestam alla n € N med
o(n) = 32.
Losning: Vi har 32 = 2°. Det innebér att talet n har bara udda
enkla primdelare p = 2™ + 1, dvs. 17,5,3 och majligtivs p = 2 (pga.
©(2n) = ¢(n) for udda n € N.)

(a) Om n = 17ng, delar 17 inte ng och p(ng) = 2, dvs. ny = 3,6, 4.
Saledes far vi n = 51, 102, 68.

m n = 5ng med 5 som storsta primdelare, delar 5 inte ng oc

b) O 5 db5 0 imdel delar 5 i h
©(ng) = 8. Om ng ar delbart med 3, har vi mojligheten ny =
3-8 = 24 och annars ng = 16. M.a.o. vi far n = 120, 80.

(c) Om n = 3ny med 3 som storsta primdelare, delar 3 inte ny och
©(ng) = 16, saledes ng = 32, dvs n = 96.

(d) Till sist &r bara n = 64 kvar.
2. Hitta en primitiv rot for enhetsgruppen Zj,.

Losning: 2 € Z; har ordning 3, men 3 € Z; har ordning 6. Ordningen
till restklassen 3 € Zyo ar darfor delbart med 6 och en delare till 42 =
|Zz|. Men 3° = —6 #£ 1. Sé ord(3) = 42 , dvs. 3 &r en primitiv rot.

3. Given den offentliga nyckeln (91,53) avkoda 41 € Zg;.

Losning: Avkodningen funkar sa har:
Zor — ZLg1, b+ b7,

dér 53d = 1 mod (72) pga. ¢(91) = 72. Euklidiska algoritmen ger
d = 53 som den minsta exponenten. Sa vi maste berdkna

EE)S € Zgl = Z7 X Zl3.

Kinesiska isomorfimen fungerar sa hér

gy | Ly X I3
78 | (1,0)
| (0,1)
| (-12)
2| (-1,2%)
1| (-1,6)
6 | (-1,6)




s avkodningen ger 6. Vi har utnyttjad att 2> = 1 € Zy3 och saledes
27 =" =6,

. Ange alla idempotenta och alla nilpotenta element i restklassringen
Zgo3-
Losning: Vi har

Ligg3 = Ly X Lg X L.
De idempotenta elementen # 0,1 resp. de nilpotenta elementen # 0
finns listade i vénstra kolonnen till tabellen:

Z@g Z7 X_Z_g )_( le
99 1,0,0)
| (010
| (@0
%3 | (L10)
153 (Lo
98| @01
_%T|  (0.3.0
531 | (0.6.0)

. For vilka primtal p har polynomet f := X*+ X?+ X?+ X +1 € Z,[X]
ett nollstalle i Z,? Kan det da faktoriseras som produkt av linjara
polynom? Gor det ifall p = 11.

Losning: Vi har (X —1)f = X° — 1.

(a) Om p # 5, giller f(1) # 0 och siledes &ar rotterna till f rest-
klasserna av ordning 5. Sadana finns om |Zf| = p — 1 dr delbart
med 5, dvs. omm p = 5k + 1. Ta en primitiv rot a € Z;. Sedan

ar a*, a?*, a®*, a** elementen av ordning 5 och

For p=11=5-2+1kan vi ta a = 2, och far

F=(X —4)(X —5)(X +2)(X - 3).



(b) Om p =5, géller X° —1 = (X — 1)® och saledes f = (X — 1)

6. Visa: Ett andligt integritetsomrade R ar en kropp!

Losning: Vi maste visa, att varje ekement a # 0 ar inverterbart.
Abildningen py, : R — R,z +— ax, ar injektiv, eftersom R ar ett
integritetsomrade. Men en injektiv sjalvavbildning av en adndlig méngd
ar ocksa surjektiv - sa finns det ett element b € R med ab = p,(b) = 1.
Eftersom R &r kommutativ foljer a € R*.

7. Faktorisera det Gaufliska heltalet 70+ som produkt av Gaufliska prim-
tall
Losning: Vi har
|70 +i|* = 4901 = 13? - 29
och saledes
70+ = (342i)%- (5 £ 26).
Vi har (70 + ¢)(3 + 2i)/13 = (208 + 143¢)/13 = 16 + 117 samt (16 +
114)(3 + 21) /13 = (26 + 65i) /13 = 2 4 54, alltsa

7044 =1i(3 — 240)%(5 — 24).

8. Ar ringen Z + Z+/—5 ett principalidealomrade? Bevis eller motbevis!

Svar: Den ar inte ett PID: I ett PID ar reducibla element prim. Men
2 e A_5 ar

(a) irreducibelt: Om 2 = ab med icke-enheter a,b € A_5, sa har
vi 4 = N(2) = N(a)N(b) och saledes N(a) = 2 = N(b). Men
2 = N(z +iv/5by) = 2* + 5y? ér inte mojligt med z,y € Z.

(b) men inte prim: 2 delar produkten (1 + iv/5)(1 — iv/5) = 6, men
inte nagon av faktorerna.



