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Tillatna hjdlpmedel: Skrivdon, passare och linjal. Lésningarna skall atféljas av forklarande text. Varje
uppgift ger maximalt 5 podng. Om inget annat anges sa antags alla ringar vara kommutativa ringar med
egenskapen att 1 # 0.

Skrivtid: 08.00-13.00.

1. Ordna foljande fyra pastaenden i en f6ljd sa att det forsta pastaendet implicerar det andra, det andra
implicerar det tredje osv. R antags vara en ring. Inga bevis krévs.

e R &r en huvudidealring.
e R ar en kropp.
e R ar euklidisk.
e R ar faktoriell.

2. a) Ge ett exempel pa en ickekommutativ ring.
b) Ar Z, &r en kropp da p ar ett primtal? Bevis eller motexempel.
c) Ar Z,, nagonsin en kropp da n > 2 inte &r ett primtal? Exempel eller motbevis.

d) Givet en godtycklig ring R och tva irreducibla element a,b € R, foljer det att a + b ar irre-
ducibelt? Bevis eller motexempel.

3. Faktorisera (2 + 44)(4 + 3i) i irreducibla faktorer i Z[i].

4. Formulera Fermats lilla sats och anvind den for att visa att (pg)" '+ (¢r)? "' +(rp)?~' =1 mod pqr
dar p, q,r ar parvis olika primtal.

5. Hitta alla heltalslosningar till ekvationssystemet

x = 7 (mod 3),
zr = 2 (mod 11),
r = 5% (mod 8).

6. Betrakta ringarna Ry = Zg, Ry = Z3 X Z3 och R3 = Z3 [x]/<x2> Finns det nagot par av dem som &r
isomorfa? Exempel eller motbevis.

7. Givet en polynomring K[z] dir K &r en kropp sa definierar vi en funktion D : K[z] — K]z] kallad
formell derivering som definieras som féljer: D(kz™) = nkx™"', D(p(x)+h(x)) = D(p(z))+ D(h(z)).
Exempel: D(3z% + 4) = 6.

a) Giller det att om D(p(z)) = 0 sa foljer det att p(x) = c¢ for nagot ¢ € K? Bevis eller
motexempel.

b) Ge ett nédvandigt och tillrackligt krav pa K for att pastaendet ovan ska gélla.

8. Givet en ring R definierar vi V0 som miéngden av alla element # € R s& att det existerar nagot
n € N sadant att 2™ = 0. Visa att v/0 ar ett ideal.
Visa att v/0 C P dér vi definierar P som skéirningen av alla primideal P; C R.



