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Tillatna hjdlpmedel: Skrivdon, passare och linjal. Lésningarna skall atféljas av forklarande text. Varje
uppgift ger maximalt 5 podng. Om inget annat anges sa antags alla ringar vara kommutativa ringar med
egenskapen att 1 # 0.
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1.

Ordna foljande fyra pastaenden i en foljd sa att det forsta pastaendet implicerar det andra, det andra
implicerar det tredje osv. R antags vara en ring. Inga bevis kravs.

e R &r en huvudidealring.
e R ar en kropp.

e R ar euklidisk.
e R ar faktoriell.

Losning, uppgift 1
R ar en kropp = R ar euklidisk = R ar en huvudidealring = R &r faktoriell.

a) Ge ett exempel pa en ickekommutativ ring.
b) Visa att Z,, ar en kropp om och endast om n > 1 ar ett primtal.

c) Givet en godtycklig ring R och tva irreducibla element a,b € R, foljer det att a + b &r irre-
ducibelt? Bevis eller motexempel.

d) Formulera Noethers (forsta) isomorfisats.

Losning, uppgift 2

)

b)

d)

3.

Ringen av reella 2 x 2 matriser bildar en ickekommutativ ring. Exempel pa tva element som inte
kommuterar ar projektion pa x axeln och rotation med 7/2 radianer.

Om n ej ar ett primtal sa existerar a,b > 1 sa att ab. Da ar ab = 01 Z,, dven fast a,b # 0. Eftersom
ingen kropp innehaller nolldelare, drar vi slutsatsen att Z,, inte &r en kropp.

Antag a andra sidan att n ar ett primtal, och lat m vara en representant for ett godtyckligt element
iZ, \ {0}. D4, eftersom m och n &r relativt prima, kan vi hitta tva heltal r och s med hjilp av
Euklides algoritm sadana att rm + sn = 1. Det foljer att det elementet som m representerar i Z,
har invers lika med r. Alltsa har alla nollskilda element i Z,, en multiplikativ invers, sa vi drar
slutsatsen att Z,, ar en kropp.

Det foljer ej, tag exempelvis  och 1 — 2 i R[z]. Dessa tva ar irreducibla eftersom de ar av grad ett,
men summan av dem &r inverterbar. Inverterbara element &ar inte irreducibla per definition.

Givet en ringhomomorfism f: R — R’ sa ar Imf = R/Ker(f). Om f &r surjektiv, kan man forstas
ersitta Imf med R, och da fa R/Ker(f) = R'.

Faktorisera (2 4 4¢)(4 + 37) i irreducibla faktorer i Z[i].



Lo6sning, uppgift 3 Vi borjar med att minnas vilka tal som &r irreducibla i Z[i]. Det ar tal z = a + bi
sa att antingen: \z|2 = a? +b? = p dér p ar ett primtal eller z = p dér p &r ett primtal pa formen 4k + 3.
Lat w = (2 + 44)(4 + 3i). Vi ser omedelbart att vi kan faktorisera ut en tvaa fran den forsta faktorn. Da
far vi w = 2(1 4 2¢)(4 + 37). Vi undersoker faktorerna separat.
2 ar visserligen ett primtal, men inte pa formen 4k 4 3 sa det maste kunna skrivas som summan av tva
kvadrater 2 = a?+b%. Det inses litt att den enda (positiva) mojligheten dr a = b = 1 dvs 2 = (14i)(1—1).
Da |1 +i|*> = |1 —i|* = 2 och tva onekligen r ett primtal sa #r de faktorerna irreducibla.
Niésta faktor, 1 + 2¢ har normen 5. Da 5 &r ett primtal sa &r alltsa 1 + 27 irreducibelt.
Den enda faktorn kvar att undersoka &r 4 + 34, igen sa har vi inte ett primtal. Vi undersoker 3% + 42 =
25 = 5-5. 25 ar tyvérr inte heller ett primtal, men vi kan ju faktorisera 25 som 5-5. Vi har nu att
(44 3i)(4—3i) =5-5. 5 =2%+1% = (24+)(2 — 1) diir 2 4 i onekligen #r irreducibla (ty 5 = 22 4 12,
och 5 #r ett primtal). D& dr (3 —4i)(3 +4i) = 5% = (24 i)%*(2 — i)? och nir man provar att dividera med
dessa irreducibla s& syns direkt att (4 + 3i) = i(2 —4)?. Sa nir vi plockar samman alla vara faktorer sa
far vi att

w=i(1+i)(1—4)(1+2i)(2—4)* = —(1L+4)(1 —)(2 — i)
Vi kan notera att ¢(1 +4) = —(1 —¢) (dvs att 1 + ¢ och 1 — 4 &r associerade for att fa det marginellt
snyggare svaret

(2 +4i)(4 + 3i) = i(1 +i)*(2 —4)3

Alla faktorerna ar irreducibla och vi ar klara.

4. Formulera Fermats lilla sats och anvind den for att visa att (pg)” '+ (gr)? ' +(rp)?* =1 mod pgr
dar p, g, ar parvis olika primtal.

Losning, uppgift 4 Fermats lilla sédger att givet ett primtal p och ett godtyckligt heltal x sa ar P —
delbart med p. Da p, g, r ar relativt prima sa siger kinesiska restsatsen att (pg)” '+ (¢r)? '+ (rp)4~' =1
mod pqr ar ekvivalent med systemet

(pg)"* + (¢gr)P" 4+ (rp)T ' =1 (mod p)
(pg)" 4+ (gr)P"' + (rp)T =1 (mod q)
(p)" "+ (gr)P" + (rp)? " =1 (mod r).

I den forsta av dessa ekvationer har tva av termerna en faktor p, och &r alltsa lika med noll eftersom vi
raknar modulo p. Darfor kan hela forsta ekvationen reduceras till

(gr)P"' =1 (mod p).

Pa grund av Fermats lilla sats vet vi att (¢r)? = ¢r (mod p). Vidare, eftersom ¢r &r relativt prima
med p, kan vi multiplicera denna likhet med inversen till ¢r modulo p (se uppg. 2b), och da far vi
(qr)p*1 =1 mod p. Man visar pa helt analogt sitt att &ven de tva sista kongruensekvationerna stdmmer,
sa (pg)" ' + ()P 4 (rp)?~' =1 mod pgr.

5. Hitta alla heltalslosningar till ekvationssystemet

x = T (mod 3),
x = 2 (mod 11),
r = 5% (mod 8).

Lésning, uppgift 5 Vi borjar med att reducera 5% modulo 8. Eftersom 5 och 8 &r relativt prima,
sager Bulers sats att 5*®® =1 (mod 8). Eftersom ¢(8) = 4, far vi 5* = (5%)'2.5' = 1'2.5 =5 (mod 8).
Vi lagger ocksa mérke till att den forsta kongruensen kan reduceras till x = 1 (mod 3).

Kinesiska restsatsen séger (eftersom 3,8 och 11 &r parvis relativt prima) att alla 16sningar till detta
system av kongruenser ges av x = xg + 3 - 11 - 8n, n € Z, dar zo ar en losning. For att hitta en losning,
ansétter viz = a-11-8+3-b-8+3-11-¢c. Om vi sétter in detta i systemet av kongruenser, far vi
foljande ekvationer for a, b och ¢:

88a = 1 (mod 3) a = 1 (mod 3)
24b = 2 (mod 11) =<¢ 2b = 2 (mod 11)
33¢c = 5 (mod 8) c =5 (mod 8).



En 16sning till detta system ar (a,b,c) = (1,1,5), och genom inséttning i ansatsen for x far vi x = 277.
En annan representant for samma element modulo 264 &r 13. Samtliga I6sningar ges alltsa av:

r=134264n, n € Z.

6. Betrakta ringarna Ry = Zg, Ry = Z3 x Z3 och R3 = Zs[z]/(z?). Finns det nagot par av dem som &r
isomorfa? Exempel eller motbevis.

Losning, uppgift 6 Vi noterar snabbt att alla tre ringarna har 9 element, sa det gar inte att dra nagon
slutsats angaende vilka av dem som &r isomorfa med varandra bara genom att rdkna element.

Vi kan se att Ry 2 Ry genom att anta att vi har en isomorfism f fran Ry till Re. f(1) = (1,1) en-
ligt reglerna for isomorfismer. f(3) = f(14+1+1) = f(1)+ f(1)+ f(1) = (3,3) = 0 = f(0) ger motségelse
mot injektivitetskravet. Ro 2 R3 kan visas pa foljande siatt. Antag att f 4r en isomorfism fran Rg till
Rs. Da dr f(Z) = (a,b) for nagot par a,b. Hir betecknar T elementet i R3 som representeras av x. Da
72 =01 Ry sa giller (0,0) = f(0) = f(z%) = f(2)* = (a*,b?). De enda talen som #r noll efter att man
kvadrerat dem i Z3 &r noll sjalv. Alltsa sa &r a = b= 0 och f(z) = (0,0) vilket motséger injektivitet. Att
Ry 2 Rj3 visas pa ett liknande sétt som i borjan av 16sningen. Antag att en isomorfism f existerar fran
Ry till R3. Da foljer att f(3) = f(1)+ f(1)+ f(1) = 1+1+1 = 0= f(0) vilket igen motséger injektivitet.

7. Givet en polynomring K[x] dir K &r en kropp sa definierar vi en funktion D : K[z] — K|z] kallad
formell derivering som definieras som foljer: D(kz™)kz" ' da n > 0, D(k) = 0 for k € K samt
D(p(z) + h(z)) = D(p(z)) + D(h(x)). Exempel: D(3z* +4) = 6.

a) Giéller det att om D(p(x)) = 0 sa foljer det att p(z) = c¢ for nagot ¢ € K? Bevis eller
motexempel.

b) Ge ett nodvandigt och tillrackligt krav pa K for att pastaendet ovan ska gélla.

Losning, uppgift 7

a) Det giller inte, tag exempelvis 2° i Zy[z]. Da ar D(2?) = 2 = 0 dven om x* ej ir ett konstant
polynom.

b) Om karaktéristiken for kroppen &r noll sa géller det. Nédvandighet f6ljer av att om karaktéristiken
av K ér p > 0 sa dr D(2P) = pzP~! = 0. Tillricklighet far vi da vi ser att om vi har karaktéristik
noll sa &r D(az") = kaz®~! lika med noll om och endast om a eller k = 0. salinge vi verkligen har
en term az® (dvs om a # 0) sa kommer alltsa dess grad bara att sjunka med 1. Da kommer samma
sak att gilla pa polynomniva da D verkar pa de enskila monomen varfor sig. Men om D(p(z)) =0
sa kan den alltsa inte ha grad 1 eller hogre, kvar aterstar endast de konstanta polynomen.

8. Givet en ring R definierar vi v/{0} som méngden av alla element = € R for vilka det existerar nagot
positivt heltal n sadant att " = 0, dvs v/{0} = {z € R|3In € Z, ;2" = 0}. Visa att 1/{0} &r ett
ideal. Visa att 1/{0} C P dér vi definierar P som skérningen av alla primideal i R.

Loésning, uppgift 8 For att visa att méngden /{0} ar ett ideal, behdver vi visa att

I#9,
a,be\/@éa—ﬁ—be\/@, samt
a € {0},r € R=rae /{0}.

Att I # () foljer omedelbart av att 0! = 0, alltsa sa ligger 0 i I. Antag att a,b € \/{0}, sa att ™ = 0 och
b™ = 0 for nagra m,n € Z,. Da far vi att

m+n—1

—1

(a+ b)ernfl _ 2 : (m +: >akbm+n1k = 0.
k=0



Den sista likheten foljer av att alla termerna i summan &r noll. Om nadmligen k& < n—1, sa blir exponenten
for b storre &n m, sa den faktorn blir noll, och om k > n, s blir a* = 0. Det visar att om a och b &r
nilpotenta (dvs. ligger i \/@), sa ar dven deras summa nilpotent. Observera att binomialsatsen géller
i alla kommutativa ringar.

Om r € R, och a™ = 0 {6r nagot n € Z+, sa far vi (ra)” =r"a” =r"-0=0.

Da aterstar det bara att visa att detta ideal ligger i snittet av alla primideal. Det gor vi genom att
lata p vara ett godtyckligt primideal, och sa visar vi att /{0} C p. Lat = € \/m, sa att " = 0 for
nagot n € Z, . DA giller 2" € p eftersom alla ideal innehaller 0. Men om z ¢ p, kan inte heller z? ligga i
p, eftersom ett primideal per definition har egenskapen att om man tar tva element som inte ligger déri,
s& gor inte heller deras produkt det. Alltsa kan inte heller 3 = z? -  ligga i p, och da kan inte heller

=23 2., Viinser att om z ¢ p, sa foljer det att 2™ ¢ p - en motséigelse. Alltsa har vi z € p, sa 1/{0}

ligger i p, men da foljer det att 1/{0} ligger i snittet av alla primideal, eftersom p var godtyckligt.



