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Till̊atna hjälpmedel: Skrivdon, passare och linjal. Lösningarna skall åtföljas av förklarande text. Varje
uppgift ger maximalt 5 poäng. Om inget annat anges s̊a antags alla ringar vara kommutativa ringar med
egenskapen att 1 6= 0.
Skrivtid: 08.00–13.00.

1. L̊at R vara en ring. Ordna följande p̊ast̊aenden s̊a att det första medför det andra, det andra medför
det tredje osv.

• R är faktoriell.

• Varje nollskilt element i R är inverterbart.

• Produkten av tv̊a element i R blir noll endast om en av elementen är noll.

• R är euklidisk.

2. a) Vad är inversen till 8, om den existerar, i ringen Z17?

b) Givet en ring R och tv̊a inverterbara element a, b ∈ R, följer det att ab−1 är inverterbart?

c) Givet ett integritetsomr̊ade R, gäller det att ax = ay medför x = y om a 6= 0?

d) Ge exempel p̊a en ring R och element x, y ∈ R s̊adana att ax = ay för n̊agot nollskilt a ∈ R,
men x 6= y.

e) L̊at R = C0(R) vara ringen av kontinuerliga funktioner fr̊an R till R. Visa att

I := {f ∈ C0(R) | f(3) = 0}

är ett ideal i R.

3. L̊at φ beteckna Eulers φ-funktion.

a) Formulera Eulers sats (bevis krävs ej).

b) Beräkna φ(136).

c) Förenkla 1965 (mod 136), dvs. bestäm den minsta positiva resten d̊a 1965 divideras med 136.

d) Visa att 1764 6≡ 1 (mod 136). Bryter detta mot Eulers sats?

e) Hitta alla nollställen i Z13 till polynomet x13 + 12x ∈ Z13[x].

4. Hitta alla heltalslösningar till ekvationssystemet x ≡ 0 (mod 4),
x ≡ 1 (mod 9),
8x ≡ 1 (mod 17).

5. Faktorisera 140 + 245i i irreducibla faktorer i Z[i].

Vänd!



6. L̊at α ∈ Z[i]\{0} vara ett icke-inverterbart element, s̊a att 〈α〉 ⊂ Z[i] är ett nollskilt äkta huvudideal.

a) Visa att Z[i]/〈α〉 är en ring med ändligt många element.

b) Eftersom irreducibla element i huvudidealringar genererar maximala ideal, är Z[i]/〈α〉 en kropp
när α är irreducibelt. L̊at α := 1 + 2i ∈ Z[i]; d̊a är α irreducibelt, och Z[i]/〈1 + 2i〉 en kropp.
Hur många element har denna kropp, och vilken är dess karaktäristik?

c) L̊at β := i+ 〈1+2i〉 ∈ Z[i]/〈1+2i〉 beteckna den restklass som inneh̊aller elementet i. Visa att
1 + β 6= 0 i Z[i]/〈1 + 2i〉, och beräkna (1 + β)−1.

7. Betrakta ringarna Z[i]/〈3〉, Z9 och Z3[x]/〈x2 − 1〉. Finns det n̊agot par av dem som är isomorfa?
Bevis eller motexempel.

8. L̊at R vara en ring där varje element x ∈ R uppfyller xn = x för n̊agot heltal n > 1 (n kan bero p̊a
x). Visa att varje primideal i R är ett maximalideal.


