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Tillatna hjdlpmedel: Skrivdon, passare och linjal. Lésningarna skall atfoljas av forklarande text. Varje
uppgift ger maximalt 5 podng. Om inget annat anges sa antags alla ringar vara kommutativa ringar med
egenskapen att 1 # 0.

Skrivtid: 08.00-13.00.

1. Lat R vara en ring. Ordna foljande pastaenden sa att det forsta medfor det andra, det andra medfor
det tredje osv.
e R &r faktoriell.
e Varje nollskilt element i R &r inverterbart.

e Produkten av tva element i R blir noll endast om en av elementen ar noll.
e R ar euklidisk.

2. a) Vad &r inversen till 8, om den existerar, i ringen Z7?
b) Givet en ring R och tva inverterbara element a,b € R, foljer det att ab™ ' #r inverterbart?
c) Givet ett integritetsomrade R, géller det att ax = ay medfér x = y om a # 07

d) Ge exempel pa en ring R och element z,y € R sadana att ax = ay for nagot nollskilt a € R,
men x # y.

e) Lat R = C°(R) vara ringen av kontinuerliga funktioner fran R till R. Visa att
={feC°®R) | f(3) =0}
ar ett ideal i R.

3. Lat ¢ beteckna Eulers ¢-funktion.
a) Formulera Eulers sats (bevis krivs ej).
b) Berikna ¢(136).
c) Forenkla 19% (mod 136), dvs. bestim den minsta positiva resten da 19%° divideras med 136.
d) Visa att 17 # 1 (mod 136). Bryter detta mot Eulers sats?
e) Hitta alla nollstéllen i Z13 till polynomet z'* + 122 € Z;3[x].

4. Hitta alla heltalslosningar till ekvationssystemet

x = 0 (mod 4),
x = 1 (mod 9),
8 = 1 (mod 17).

5. Faktorisera 140 + 245 i irreducibla faktorer i Z[d].

Vind!



6. Lat o € Z[i]\ {0} vara ett icke-inverterbart element, sa att («) C Z[i] ar ett nollskilt dkta huvudideal.

a) Visa att Z[i]/{a) &r en ring med &ndligt manga element.

b) Eftersom irreducibla element i huvudidealringar genererar maximala ideal, &r Z[i]/(«) en kropp
néir « ar irreducibelt. Lat a := 1+ 2i € Z][i]; da &r « irreducibelt, och Z[i]/(1 4 2i) en kropp.
Hur manga element har denna kropp, och vilken &r dess karaktéristik?

c) Lat B:=1i+ (1+2i) € Z[i]/(1 + 2i) beteckna den restklass som innehaller elementet i. Visa att
1+ B8 # 01 Z[i]/(1 + 2i), och beriikna (1 + 3)~".

7. Betrakta ringarna Z[i]/(3), Zg och Zs[x]/(z* — 1). Finns det nagot par av dem som ir isomorfa?
Bevis eller motexempel.

8. Lat R vara en ring dér varje element x € R uppfyller 2" = z for nagot heltal n > 1 (n kan bero pa
x). Visa att varje primideal i R &r ett maximalideal.



