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Skrivtid: 5 timmar. Tillatna hjédlpmedel: Skrivdon. Lésningarna skall atfoljas av forklarande text.
Fér betygen 3, 4 och 5 kravs 18, 25 resp. 32 poang, inklusive bonuspoang.

1. Avgor om foljande pastaenden &ar sanna eller falska. Ge ett kort bevis eller ett motexempel.

a) Varje kropp é&r en faktoriell ring.

b) Polynomet z* — 6z + 12 #r ett irreducibelt element i Z[z].

c) {p(z) € Z[z] | p(0) = 0} &r en delring av Z[x].

d) Om ett reellt polynom saknar nollstéllen s& &r det irreducibelt.
e) Mingden av alla jdmna heltal ar ett ideal i Z.

(10 poéng)
2. Hitta samtliga heltalslosningar till f6ljande system av kongruenser:
2z =3 (modT)
z =1 (mod 4)
z = 2 (mod 3)
(5 poiing)

3. a) Beriikna ¢(33), dir ¢ &r Eulers p-funktion.

b) Elin behover hjilp med att skicka och ta emot hemliga meddelanden med hjalp av RSA-
kryptering. Hon har valt en offentlig nyckel (m,e) = (33,3) men har glomt hur hon ska hitta
motsvarande hemliga nyckel (33,d). Berdkna d at Elin.

c) Anvind resultatet fran antingen a) eller b) for att visa att a?! = a (mod 33) giller for alla heltal
a sa att (a,33) = 1.

(5 poiing)

4. Visa att om ¢ : R — S &r en isomorfi sa dr R faktoriell om och endast om S &r faktoriell. Du far
anta att du vet att foljande galler:

e R ir ett integritetsomrade om och endast om S &r ett integritetsomrade.
e q &r irreducibel om och endast om ¢(a) ar irreducibel.

e q &r inverterbar om och endast om ¢(a) ar inverterbar.
(5 poéng)

5. a) Visa att 215/5215 = Z5.
b) Visa att 5Z15 C Z15 ar ett maximalt ideal.
(5 poéng)
6. Lat R[z] vara ringen av reella polynom. Lat I vara idealet I = (9 — 2% 2* + 2 — 6,2z + 6).

a) Forklara varfor det maste finnas ett reellt polynom p(z) sa att I = (p(x)).
b) Hitta ett sidant polynom p(x) och visa att I = (p(x)).

(5 pofing)
7. Faktorisera det Gaussiska heltalet 315 + 225i. (5 poang)

Lycka till!



Losningar till tentamen i Algebra II 2019-06-05

Loésning till problem 1. a) Sant!

b)

d)

Definitionen av en faktoriell ring ar foljande:

Definition. Vi séger att en ring R ar faktoriell om R &r ett integritetsomrade och varje nollskilt
icke-inverterbart element @ € R ar en produkt av irreducibla element. Denna produkt ar unik upp
till ordning av faktorerna samt upp till associering.

Varje kropp &r ett integritetsomrade, och vi har inga nollskilda icke-inverterbara element, alltsa ar
det villkoret trivialt uppfyllt. Alltsa ar varje kropp faktoriell.

Sant!

Vi anvander Eisensteins kriterium med p = 3:

3|a0,a0 = 12, 3|a1,a1 = (—6), 3‘(12,&2 = 0, 3‘(13,(13 = 07 3 Xa4,a4 = 1, 32 )(ao,ao =12.

Satsen (Eisensteins kriterium) ger oss att polynomet ar irreducibelt i Q[z]. Eftersom att polynomet
ar primitivt sa ar det da dven irreducibelt i Z[x].

Falskt!
Sats. Lat R vara en ring och S C R. Da ar S en delring om och endast om féljande géller:
(a) Vs,t€S:s+teS;s-te S —seSs.
(b) Og,1r € S.
Det konstanta polynomet 1 dr det multiplikativt neutrala elementet i R[z], och detta ligger INTE
i méngden. Alltsa &r méngden inte en delring.
Falskt!
T.ex. polynomet (2% + 1)(2% + 1) saknar reella nollstéllen men det &r reducibelt.
Sant!

Definition. Lat I vara en icke-tom delméngd av en kommutativ ring R. Vi séger att I &ar ett ideal
iRoma,be l,r € R medfor att a + b,ra € 1.

Miéngden &r till att borja med icke-tom eftersom att t.ex. 2 &r ett jamnt tal och saledes ligger i
méangden. Om vi adderar tva jamna tal far vi ett jamnt tal. Om vi multiplicerar ett jamnt tal med
ett heltal far vi igen ett jAmnt tal.

Losning till problem 2. Vi noterar forst att 7,4,3 &r parvis relativt prima vilket innebér att vi far
anvanda Kinesiska restsatsen! Vi ansétter darfor en 16sning « pa foéljande form:

x = 12by + 21by + 28b3.

Om vi sétter in detta i systemet far vi:

12b; + 21bg + 28b3 = 3 (mod 7) 1261 = 3 (mod 7) 5b1 = 3 (mod 7)
1201 4+ 21bg 4+ 28b3 =1 (mod 4) & ¢ 21by =1 (mod4) << ( 1by =1 (mod 4)
12b; 4 21bg 4 28b5 = 2 (mod 3) 28b3 = 2 (mod 3) 1b3 = 2 (mod 3)
3:5bp =3-3(mod7) 15b; =9 (mod 7) b1 =2 (mod 7)
< < by =1 (mod4) & < by =1 (mod4) < < by =1 (mod4)
b3 = 2 (mod 3) b3 = 2 (mod 3) b3 = 2 (mod 3)

Vi far alltsa att

£=12-2421-1+28-2=101 = 17 (mod 84)

loser systemet. Kinesiska restsatsen ger oss att samtliga 16sningar ar © = 17 4+ 84n dir n € Z (Obs:
84=7-4-3).



Losning till problem 3. a) Vivet att om my, mg ar relativt prima sa géller o(mims) = @(mq)p(ma).
Da 33 =3-11 far vi:
0(33) = p(3-11) = p(3)p(11) = 2 - 10 = 20.

b) Vi vet att e, d ska uppfylla ed = 1 (mod ¢(m)). I detta fall ger det oss att d ska uppfylla:
3d =1 (mod 20).

Vi set att d = 7 ger oss
3-7=21=1(mod 20).

Alltsa ar (33,7) motsvarande hemliga nyckel.
c) Lat (m,e) vara en offentlig RSA-nyckel och (m, d) motsvarande hemliga nyckel. Vi vet att for varje

heltal a giller
ed

a®® = a (mod m).
Alltsa far vi fran uppgift b) att ed = 3 -7 = 21 och saledes géller

a®! = a (mod 33).

Alternativt kan vi anvénda Eulers sats som séger att for varje a som ar relativt primt med m géller
a?™ =1 (mod m).
Om vi multiplicerar denna ekvation med a pa bada sidorna far vi:

a?™*! = ¢ (mod m).

Eftersom att ¢(33) = 20 sa far vi att
a*! = a (mod 33)
for alla a sa att (a,33) = 1.

Losning till problem 4. Observera att ¢ &r inverterbar (och inversen dr en isomorfism), sa det réacker
att visa att om R ar faktoriell implicerar detta att S ar faktoriell.
Definitionen av en faktoriell ring &r foljande:

Definition. Vi séger att en ring R ar faktoriell om R &r ett integritetsomrade och varje nollskilt icke-
inverterbart element a € R ar en produkt av irreducibla element. Denna produkt &r unik upp till ordning
av faktorerna samt upp till associering.

Vi far anta att vi vet att R &ar ett integritetsomrade om och endast om S &r det. Vi behover déarfor
endast visa att om R &r faktoriell, sa kan varje nollskilt icke-inverterbart element i S faktoriseras i
irreducibla element. Vi behover dven visa att faktoriseringen &r unik upp till ordning och association.

Lat s € S vara ett godtyckligt nollskilt icke-inverterbart element. Eftersom att ¢ dr surjektiv sa finns
det ett r € R sa att p(r) = s. Eftersom att R &r faktoriell sa kan vi skriva

r=pip2.--Pn

dér p; ar irreducibel. Men da vet vi att ¢(p;) ar irreducibel. Eftersom ¢ &r en homomorfism far vi:

s=(r)=@Pip2-..pn) = @(p1)e(p2) - .. ©(pn)-

Alltsa kan s skrivas som en produkt av irreducibla element.
Nu maste vi visa att faktoriseringen ar unik upp till ordning och association. Antag att vi har tva
faktoriseringar:
§=PiP2---Pn =4q192 - -qm-
Eftersom att o dr en isomofism sa finns w;, ¢ = 1,...,n sd att o(u;) = p; och vy, i = 1,...,m sa att
©(v;) = ¢;. Detta ger oss att

eurus .. up) = e(ug)p(ug) ... () =D1P2 .- Pn = Q1q2 - - - Gm = ©(V1)P(V2) . .. (V) = P(V1V2 . .. V).



Men ¢ &r bijektiv sa detta innebéar att
UIUSD . . . Uy = V1V2 - . . Upy.

Detta dr en produkt av irreducibla element i R. Eftersom R &r faktoriell sa ar faktoriseringen unik upp
till ordning och association. Det betyder att n = m och vi kan anta att vi ordnat faktorerna sa att u; ar
associerad med v;. Alltsa finns ett inverterbart element ¢; sa att v; = c;u;. Men detta ger oss att

g = p(vi) = p(ciui) = p(ci)p(ui) = @(ci)pi-

Da ar ¢; ar inverterbar sa ar aven ¢(c;) det, alltsa ar g; associerad med p;. Detta visar att faktoriseringen
ar unik upp till ordning och association.
Alltsa ar S faktoriell om R ar det.

Losning till problem 5. a) Lat ¢ : Zi5 — Zs ges av a+15Z — a+5Z. Enligt Problem 1, Inlamning-
suppgift 3 sa ar detta en véldefinierad homomorfism. Denna avbildning &r surjektiv sa Im(p) = Zs.

Vi visar nu att kidrnan av denna homomorfism &r precis 5Z5. Antag att ¢(a + 15Z) = 0. Det
innebér att a + 5Z = 0 + 5Z, vilket ar ekvivalent med att a € 5Z. Alltsa &r a = 5b € Z och
a+ 157 = 5b + 157Z € 5Z15. Nu har vi visat att Ker(p) C 5Z15.

Antag istallet att a + 15Z € 5Z15, da finns det ett b € Z sa att a = 5b. Men detta innebér att
o(a+ 15Z) = p(bb + 15Z) = 5b + 5Z = 0, alltsa att 5Z15 C Ker(p). Detta visar dr Ker(¢) = 5Z15.

Noethers forsta isomorfisats ger oss att

L5 /525 = Zs.

b) Vi vet att for en kommutativ ring géller det att R/I &r en kropp om och endast om I C R &r ett
maximalt ideal. Eftersom Zs &r en kropp och Z15/5Z15 = Z5 sa &r 5Z;5 ett maximalt ideal.

Losning till problem 6. a) Vi vet att Rlz] ar en Euklidisk ring (eftersom R &r en kropp), och alla
Euklidiska ringar &r huvudidealringar. Detta innebar att alla ideal &r huvudideal, dvs pa formen
I = (p(x)) for nagot reellt polynom p(x).

b) Vi hittar detta p(z) genom att hitta storsta gemensamma faktor bland polynomen som genererar
idealet. Detta ar x + 3:

9—2>=(x+3)3—12), 2°+zx—-6=(x+3)(x—2), 2x+6=2z+3).

Sa varfor &r I = (z +3)? Jo, vi vet att varje polynom i I ar pa formen a(z)(9 — z?) 4+ b(z) (2 +z —
6) + c(z)(2z +6) = (z + 3)(a(z)(3 — z) + b(z)(x — 3) + c(x)2) € (x + 3). Alltsa giller I C (x + 3).
Nu vill vi visa att @ + 3 € I eftersom att detta implicerar att (z 4+ 3) C I. I detta exempel ar

1
det enkelt: 1at c(z) = = och a(z) = b(z) = 0, alla dessa &r reella polynom och detta ger oss att
x+3 € 1. Alltsa géller (z + 3) C I. Detta ger oss att I = (x + 3).

Vi kan dven visa detta mer generellt: Antag att I = (q1(x), g2(x),...,qn(x)). Lat p(z) vara storsta
gemensamma faktor hos ¢, qa, . .., q,. Precis som tidigare ser vi att I C (p(x)). Vi visar sedan att
om 7(z) ar ett nollskilt polynom av minimal grad i I sa géller I = (r(z)). Sedan visar vi att r(x)
och p(x) ar associerade och genererar da samma ideal!

Antag att r(z) ar ett nollskilt polynom av minimal grad i I. For ett godtyckligt a(x) € I har vi:
a(z) = b(z)r(z) + c(x)

dar c(z) = 0 eller deg(c) < deg(r). Men r hade minimal grad sa vi maste ha ¢(z) = 0 och det
foljer att for varje a(x) € I géller a(z) = b(z)r(z). Alltsa har vi I C (r(z)). Uppenbarligen géller
(r(x)) C I och vi far I = (r(x)).

Eftersom att (r(z)) = I C (p(x)) sa har vi r(z) = a(x)p(z) for nagot polynom a(x). Da far vi
deg(r) = deg(a)+deg(p) vilket betyder att deg(a) = 0 pa grund av minimaliteten hos granden av r.
Detta innebér att a(z) dr konstant (samt nollskilt) och siadeles inverterbar. Alltsa &r r(z) och p(x)
associerade. Detta innebar att I genereras av p(z), vilket var den storsta gemensamma faktorn hos
de ursprungliga generatorerna.



Loésning till problem 7. Vi borjar med att bryta ut (315,225) = 45:
315 + 2250 = 45(7 + 5i).
Sedan faktoriserar vi den storsta gemensamma delaren i primtal:
45 = 3% 5.

Kom ihag foljande sats:
Sats. De irreducibla elementen i Z[i] &r:

a) Primtal p € N sa att p = 3 (mod 4),

b) Gaussiska heltal a + bi sadana att N(a + bi) = a* + b* dr ett primtal.

c) Gaussiska heltal som &r associerade med de i a) och b).

Eftersom att 3 = 3 (mod 4) sa &r 3 irreducibelt i Z[i], medan 5 # 3 (mod 4). Da vet vi dock att 5 kan
skrivas som en summa av tva kvadrater och vi far déarfor:

5=1%4+2% = (1+2i)(1 — 2i).

Eftersom att bade 1 4 2i och 1 — 2¢ har normen 5 som &r ett primtal sa ar dessa faktorer irreducibla.
Sammanfattningsvis &r faktoriseringen av 45 i irreducibla faktorer f6ljande:

45 = 32(1 + 24)(1 — 2i).
Nu gar vi vidare och faktoriserar 74 5i. Vi borjar med att faktorisera N (74 5¢) i irreducibla faktorer:
N(T+5) =7 +52=49+25 =74 =2-37= (1 +4)(1 —i)(1 + 6i)(1 — 69).

Kom ihag att varje irreducibelt element ocksa ar primt och att N(z) = zz. For varje irreducibel faktor i
N(z) har vi g|2Z = ¢|z V q|Z, och det senare ar ekvivalent med ¢|z V g|z.
Vi testar forst om 1 — ¢ delar 7 + 5i:

1—i  (1—d)(1+3) 2

T+5i _ (T+5)(A+d)  (T-5)+(T+5)i _ 2+21zz 146

Vi ser att 1 — 4 delar 7 + 5¢ och att kvoten 1 + 6i ar irreducibel! Vi har alltsa:
T+5i=(1-—14)(1+6i).
Sammantaget far vi féjande faktorisering i irreducibla faktorer:

315 4 225i = 3%(1 + 24)(1 — 20)(1 — 4)(1 + 6d).



