UPPSALA UNIVERSITET Prov i matematik

Matematiska institutionen MaKand, fristaende
Elin Persson Westin Algebra 11
076-80 46 726 2019-08-31

Skrivtid: 5 timmar. Tillatna hjédlpmedel: Skrivdon. Lésningarna skall atfoljas av forklarande text.
Fér betygen 3, 4 och 5 kravs 18, 25 resp. 32 poang, inklusive bonuspoang.

1. Avgor om foljande pastaenden ar sanna eller falska. Ge ett kort bevis eller ett motexempel.

a) Om K &r en kropp sa ér dven polynomringen K[z| det.

b) Lat R vara ett integritetsomrade. R/(p) &ar ett integritetsomrade om och endast om p &r ett
primelement.

c) Polynomet p(x) = 22° + 242% — 36z — 6 ar irreducibelt i Q[z].

d) Z[z] dr en Euklidisk ring.

e) Om Alice och Bob vill skicka krypterade meddelanden till varandra genom att anvinda RSA-
algoritmen maste de forst tréffas for att utbyta nycklar.

(10 poéng)
. Hitta samtliga heltalslosningar till foljande system av kongruenser:
x = 2 (mod 3)
2z =6 (mod 7)
x =5 (mod 10).
(5 poiing)
a) Berikna ¢(24), dar ¢ ar Eulers ¢-funktion.
b) Beriikna 4® (mod 24). Motséger ditt svar Eulers sats, varfor/varfor inte?
c) Hitta alla nollstéllen i Z9 till polynomet 2 + 18z € Zyg[x].
(5 poéing)
. Avgor om nagra av foljande ringar ar isomorfa.
Ry =712, Ro=7Z¢xZs, Rs=7ZoxZLs, Ry=1ZLs, R5=17ZLrXULs.
(5 poéing)

. Lat R vara en kommutativ ring och antag att varje ideal ar ett primideal. Visa att R &r en kropp.
(Hint: titta pa idealet (a?).) (4 poéng)

. Lat R[x] beteckna ringen av alla reella polynom. Lat evs : R[z] — R definieras av evs(p(x)) = p(3),
dvs utvardering i det reella talet 3.

a) Visa att evs dr en ringhomomorfism.
b) Lat
I ={peR[z]|3 ar en rot till p}.

Visa att I ar ett ideal i R[z] och att R[z]/T = R.
(6 podng)
. Faktorisera det Gaussiska heltalet 24 + 18s. (5 poéng)

Lycka till!



Losningar till tentamen i Algebra II 2019-08-31

Loésning till problem 1. a) Falskt!

T.ex. polynomet z har ingen multiplikativ invers, och K[x] &r saledes ingen kropp!

b) Sant!
R/(p) ar ett integritetsomrade om och endast om (p) &r ett primideal. (p) &r ett primideal om och

endast om p ar ett primelement.

c) Sant!

Eisensteins kriterium med p = 3 ger oss att polynomet &r irreducibelt i Q(Z)[z] = Q[z]. (Kriteri-
umet géller eftersom: 3|(—6), 3|(—36),3|24,3 [2,3* J(—6).)
d) Falskt!

Z[z] &r inte en huvudidealring da t.ex. (z,2) inte &r ett huvudideal. Varje Euklidisk ring &r en
huvudidealring, sa Z[z] kan inte heller vara en Euklidisk ring.

e) Falskt!

Foér RSA-krytering anvénds tva nycklar, den hemliga behaller den som vill ta emot meddelanden
for sig sjalv, men den offentliga nyckeln kan denne sprida offentligt - den kan inte anvéndas for att
avkryptera meddelandet, bara kryptera det.

Losning till problem 2. Vi noterar forst att 3,7,10 &r parvis relativt prima vilket innebér att vi far
anvanda Kinesiska restsatsen! Vi ansétter déarfor en 16sning « pa foljande form:

z = 701 + 30by + 21bs.

Om vi sétter in detta i systemet far vi:

70by + 30bg + 21b3 = 2 (mod 3) 7061 = 2 (mod 3) 161 = 2 (mod 3)
2(70b1 + 30b2 + 21b3) =6 (mod 7) & { 60by = 6 (mod 7) & < 4by =6 (mod 7)
70b1 4 30by + 21b3 = 5 (mod 10) 21b3 = 5 (mod 10) 1b3 = 5 (mod 10)
b1 = 2 (mod 3) b1 = 2 (mod 3) b1 = 2 (mod 3)
&4y =-1(mod7) & 2-4by=2-(—1)(mod7) < {by=—-2(mod7)
b3 = 5 (mod 10) b3 = 5 (mod 10) bs = 5 (mod 10)

Vi far alltsa att
x=70-2430-(—2)+21-5=185 = —25 (mod 210)
l6ser systemet. Kinesiska restsatsen ger oss att samtliga l16sningar &r x = —25 + 210n dar n € Z (Obs:

210 = 3-7-10).

Losning till problem 3. a) Vivet att om my, mg ar relativt prima sa géller o(mims) = @(mq)p(ma).
samt att for ett primtal p giller o(p™) = p" *(p — 1). Detta ger oss:

P(24) = 0(3-2°) = p(3)p(2*) = 2-4 =8.

b)
4% = (4%)* (mod 24)

(16)* (mod 24)
((—8)%)* (mod 24)
642 (mod 24)
(—8)? (mod 24)
16 (mod 24).



Detta motsidger INTE Eulers sats, eftersom att satsen séger att om a &r RELATIVT PRIMT med
m sé giller a®™ =1 (modm). Men eftersom att (4,24) = 4 # 1 sa galler inte Eulers sats i det hiir
fallet.

c) Fermats lilla sats séiger att for varje a € Z giller det att a'® = a (mod 19). Alltsa har vi, for varje
a € Zig:
a® +18a=a+18a=a—a =0.

Alltsa ar varje element a i Z1g ett nollstéllet till polynomet.
Lo6sning till problem 4. Vi borjar med att titta pa antalet element i respektive ring:
|Z12| =12, |Ze x Zo| = 36, |Za x Ze| =12, |Z¢| =6, |Zz x Z3|=6.

Eftersom att om tva ringar ar isomorfa sa maste de ha samma antalet element har tva endast kvar tva
mOJllgheter Zlg = ZQ X ZG och ZG = ZQ X Zg.

Nu tittar vi istédllet pa karaktéaristiken. Om tva ringar ar isomorfa har de samma karaktaristik. Vi
vet att karaktéristiken av R x S dr minsta gemensamma multipel av char(R) och char(S). Alltsa har vi:

char(Zy2) = 12, char(Zy x Z¢) =6, char(Z¢) =6, char(Zy x Z3) = 6.

Nu har vi endast en mgjlighet kvar, ndmligen att Zg = Zy X Zs.

Vi tror att detta &r sant och férsdker dérfor hitta en isomorfi. Vi vet att ¢(0) = (0,0) och ¢(1) = (1,1).
Vi har da endast 4 element kvar. Om vi inte har nagon bra idé pa en isomorfism kan vi alltid anvénda
oss av att ¢(a+b) = p(a) + ¢(b). Vi far da:

p(2) =(L,1)+(1,1) = (2,2) = (0,2),

¢(3)=1(0,2) +(1,1) = (1,3) = (1,0),

p(4) =(1,0)+(1,1) = (2,1) = (0,1),
@(5) = (07 1) + (17 1) = (152)'

Vi kan nu kontrollera att dven ¢(ab) = ¢(a)p(b) giller, samt att avbildningen ar en bijektion. Om vi gor
detta har vi visat att ¢ ar en isomorfism, och darmed att Zg = Zy X Zs3.

Vi bor observera att detta avbildning faktiskt kan definieras via ¢(a) = (a,a). Det &r da uppenbart att
det &r en ringhomomorfism och det &ar 14tt att visa att avbildningen &r surjektiv. Eftersom att mangderna
har lika manga element foljer det sedan att det &r en bijektion.

Lésning till problem 5. Vi vet att a® € <a2>. Men eftersom att det antagits att alla ideal &r primideal
sa har vi att a-a € (a?) = a € (a?). DA finns det 7 € R sa att a®r = a. Vi vill nu anvinda den
multiplikativa kancelleringslagen, men da maste vi visa att ringen &r ett integritetsomrade forst!

Vi tittar déarfor pa nollidealet. Om ab € {0} sa har vi a € {0} eller b € {0}, eftersom att dven
nollidealet ar ett primideal. Men det innebér att ab = 0 = a = 0V b = 0, eftersom att R &ven ar
kommutativ dr R ett integritetsomrade.

Om a # 0 far vi da:

a*r=a=ar=1.
Men detta innebér att varje nollskilt a &r inverterbart! Eftersom att R dven &r kommutativ &r R da en
kropp.

Losning till problem 6. a) Vi behover visa att evs(p+q) = evs(p) +evs(q), evs(pg) = evs(p)evs(q)
samt att evs(1l) = 1.
Om vi evaluerar det konstanta polynomet 1 far vi saklart 1 € R. Enligt definitionen av polynom-
ringen har vi aven:

evz(p+¢q) = (p+9)(3) = p(3) + q(3) = evs(p) +evs(q),

ev3(pg) = (pg)(3) = p(3)q(3) = evi(p)evs(q).

Alltsa ar evy en ringhomomorfism.



b) Vihar p € I om och endast om p(3) =0. Om p,q € I sa har vi (p+¢)(3) =p(3)+¢(3) =0+0=0.
Alltsa har vip+q € I. Om p € I och g € R[z] har vi (pq)(3) = p(3)¢(3) =0 ¢(3) = 0. Alltsa har
vi pq € I. Eftersom att nollpolynomet uppenbarligen ligger i I &r méngden &ven nollskild. Alltsa
ar I ett ideal.

I ar dessutom, enligt definition, kérnan av evs. Eftersom att for varje reellt tal a har vi det
konstanta polynomet a som uppfyller evs(a) = 0 sa ar avbildningen en surjektion. Enligt Noethers
forsta isomorfisats har vi for en ringhomomorfism ¢ : R — S: R/ker(¢) = im(p). Detta ger oss att
Rlz]/I 2 R.

Losning till problem 7. Vi borjar med att bryta ut (24,18) = 6:
24 + 18i = 6(4 + 3i).
Sedan faktoriserar vi den storsta gemensamma delaren i primtal:
6=2-3.

Kom ihag foljande sats:
Sats. De irreducibla elementen i Z[i] ar:

a) Primtal p € N sa att p = 3 (mod 4),

b) Gaussiska heltal a + bi sadana att N(a + bi) = a® + b* ar ett primtal.

c) Gaussiska heltal som &r associerade med de i a) och b).

Eftersom att 3 = 3 (mod 4) sa dr 3 irreducibelt i Z[i], medan 2 # 3 (mod 4). Da vet vi dock att 2 kan
skrivas som en summa av tva kvadrater och vi far darfor:

2=124+1% = (144)(1 ).

Eftersom att bade 1 4+ 4 och 1 — 4 har normen 2 som &ar ett primtal sa &r dessa faktorer irreducibla.
Sammanfattningsvis ar faktoriseringen av 6 i irreducibla faktorer féljande:

6 =3(1+14)(1—1).
Nu gar vi vidare och faktoriserar 44 3i. Vi borjar med att faktorisera N (44 3:) i irreducibla faktorer:
N(A4+3i)=4*+32=16+9 =25=5% = ((1+2i)(1 — 24))*.

Kom ihag att varje irreducibelt element ocksa ar primt och att N(z) = 2Zz. For varje irreducibel faktor i
N(z) har vi g|zZ = ¢|z V q|Z, och det senare ar ekvivalent med ¢|z V |z.
Vi testar forst om 1+ 2¢ delar 4 + 24:
443 (4430)(1—-2i) (4+6)+(3—-8)i 10—5i

142 (1+2i)(1—2) 5 5

=2 —i=—i(l—2i).
Vi ser att 1+ 2¢ delar 4 4 3¢ och att kvoten —i(1 — 2¢) ar irreducibel! Vi har alltsa:
4430 = —i(1+ 2i)(1 — 2i).
Sammantaget far vi féjande faktorisering i irreducibla faktorer:

24+ 18i = 3(1 +4)(1 — i)(1 + 24)(1 — 24).



