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Tillatna hjalpmedel: Skrivdon, kompendiet av Hedén och Bjérklund samt foreldsningsanteckningar.
Lésningarna skall atfoljas av forklarande text. Fér betygen 3, 4 och 5 krdvs 18, 25 resp. 32 poédng
inklusive eventuella bonuspoédng.

1. Avgoér om foljande pastaenden ar sanna eller falska. Ge ett kort bevis eller ett motexempel.

a) Polynomet 3z* — 62° 4 122 + 18 ir irreducibelt i Q[z].
b) Z45 = Z3 X Z15.
c) Ett reellt polynom ér irreducibelt om och endast om det saknar reella rotter.

d) Lat R vara en nollskild kommutativ ring. Om {0} och R &r de enda idealen i R sd ar R en

kropp.
e) Om R &r ett integritetsomrade sa &r R/ ett integritetsomrade for alla ideal I C R.
(10 poéng)
2. Lat ¢ beteckna Eulers p-funktion.
a) Berdkna ¢(75).
b) Hitta det minsta positiva heltal x sa att 14*® = x (mod 75).
c) Visa att 50 = 25 (mod 75). Motsiger detta Eulers sats?
(5 poéng)
3. Lat K vara méngden av alla reella 2 x 2-matriser pa formen [_a% Z} , dar a,b € R.
a) Visa att K = { {_a% Z} | a,b e R} C Msy2(R) ar en delring.
b) Visa att K ar kommutativ.
c) Visa att K &r en kropp.
(5 poing)

4. Visa att om ¢ : R — S dr en isomorfism sa &r a € R ett primelement om och endast om ¢(a) &r ett

primelement.
(5 poiing)
5. a) Lat ¢ :Zoy — Zs3 definieras via ¢ (a + 21Z) = a + 37Z. Visa att ¢ &r en epimorfism.
Glom inte att visa att @ ar valdefinierad.
b) Visa att Ker(p) = 3Zo1 = {T € Zo1 | T =37, for nagot ¥ € Zo1 }.
c) Visa att Zoy /3721 ar isomorf med Zs.
(5 poiing)

Fortsdtter pa nasta sida!



6. Hitta alla maximala ideal i Clx].

Tips: borja med att motivera varfor Clz] dr en huvudidealring.

(5 pofing)
7. Lat I = (=3 + 9, —5+ 25i) C Z[i].
a) Forklara varfor det maste finnas ett Gaussiskt heltal a + bi sa att I = (a + bi).
b) Hitta ett sadant a + bi.
(5 pofing)

Lycka till!



Losningar till tentamen i Algebra II 2021-03-22

Losning till problem 1. a) Sant! Eftersom 2 &r ett primelement i Z och 2|18, 2|12, 2|(—6), 2 1 3 och

b)

d)

e)

22118 sa ar 3z* — 62 + 122 + 18 irreducibelt i Q[z] enligt Eisensteins kriterium.

Obs: det gar aven bra att bryta ut det inverterbara elementet 3 och titta pa det associerade
polynomet z* — 22® + 4z 4 6, men det ar inte nodvindigt!

Falskt! Vi noterar forst att sgd(3,15) = 3 > 1. Vivet att Zys = Zs2 X Zs och Zs X Zy5 = Ly X g X Ls,
enligt Sats 10.2 fran foreldsningsanteckningarna. Men enligt Sats 10.5 fran foreldsningsanteck-
ningarna ar Zgz % Zg X Zg. Alltsa galler 232 X Z5 % Zg X Zg X Z5 och darmed dven Z45 ?,é Zg X Zl5.

Vi kan dven visa att pastaendet ar falskt da char(Z45) = 45 och char(Zs x Z15) = mgm(3,15) =
15 # 45. Men karakteristik &r nagot som bevaras under isomorfism, enligt Sats 9.13.

Falskt! Ett reellt polynom kan sakna reella rétter men finda inte vara irreducibelt. T.ex. (2% 4 1)?
saknar reella rotter men #r inte irreducibelt eftersom 2% + 1 inte &r inverterbart.

Ett reellt polynom kan dven ha ett reellt nollstéalle men &nda vara irreducibelt, t.ex. x — 1.

Sant! En kropp &ar en nollskild kommutativ ring dér alla nollskilda element &r inverterbara. Om
a € R\ {0} sa ar (a) = R, eftersom det inte &r lika med {0}. Da géller 1 € (a) och alltsa finns det
ett b € R sa att 1 = ab = ba (kom ihag att R &r kommutativ). Alltsa dr a inverterbart och R &r
darmed en kropp.

Falskt! Till exempel sa ar Z ett integritetsomrade, men Z/47Z = 7, &r inte ett integritetsomrade.

Losning till problem 2. a) Eftersom 75 =3 - 52, dir 3 och 5 &r relativt prima, sa géller

b)

)

0(75) = 9(3)p(5%) = (3-1)-5(5 — 1) = 40
enligt Proposition 3.9 fran foéreldsningsanteckningarna.
Eftersom att 14 och 75 &r relativt prima, och ¢(75) = 40, sa siger Eulers sats att
1440 = 14%(™) =1 (mod 75).
Alltsa ar x = 1.

Vi anvénder algoritmen fran Foreldsning 2:

k| 40 [ 20 | 10 | 5 | 4 | 2

1

5" (mod 75) | 25° =25 | 257 =25 | (—25)° =25 | 25-5=125=-25 | 25" =625 =25 | 5° =25 |

Detta visar att vi har 5% = 25 (mod 75). Hér anvinder vi att 625 = 600 + 25 = 75 - 8 + 25 och
125 = 150 — 25 = 75 - 2 — 25.

Eftersom 5 och 75 inte dar relativt prima sa motsiger detta INTE Eulers sats!

Loésning till problem 3. a) Vi anvinder Sats 5.6 {or att visa att detta &r en delring. Om a =b =0

sa far vi nollmatrisen, vilket &r det additivt neutrala elementet i Max2(R). Om a = 1,0 = 0 sa far
vi enhetsmatrisen, vilket dr det multiplikativt neutrala elementet i Max2(R).

Nu kontrollerar vi om K ar sluten under addition, multiplikation och additiv invers. Notera att de
reella talen saklart dr sluten under addition, multiplikation och additiv invers!

Lat | ¢ b € K, da galler aven —a b € K, vilket &r den additiva inversen.
—2b a 20 —a
a b c dl .. . o )
Om {—Qb a} och {—Qd C] ligger i K sa ligger dven

a b 4| ¢ dl | a+c b+d
—2b a —2d ¢|  |-2(b+d) a-+c

5



och
a b | e d| | ac—2bd ac + bd
—2b a| |-2d ¢|  |—2(ac+bd) ac—2bd
i K. Alltsa dr K C Msx2(R) en delring,.

b) Om vi testar att multiplicera tva godtyckliga element i K ser vi direkt att multiplikationen &r
kommutativ eftersom R &r en kommutativ ring:

a bl | c dl _| ac—2bd ac+bd| | ca—2db cat+db| | ¢ dl|a b
—2b a| |-2d c| = |—2(ac+0bd) ac—2bd| ~ |—2(ca+db) ca—2db|  |-2d c| |-2b al|’
Alltsa ar K en kommutativ ring.

c) En kropp ar en nollskild kommutativ ring dér varje nollskilt element har en invers. Vi vet redan
att K ar en nollskild kommutativ ring, sa vi behdver bara visa att alla nollskilda element har inte
invers.

Fran Linjar algebra vet vi att en reell matris ar inverterbar om och endast om dess determinant &r
nollskild. Men om inte bade a och b ar lika med 0 (d.v.s. om var matris inte 4r nollmatrisen) sa

géller
det ({_‘;b ZD = a? +20° #0.

Vi kan aven skriva upp inversen till en matris i K

a b0 1 a —b
—-2b a|  a24+2b2 |-2(=b) a |’

Vi ser att inversen &r ett element i K. Alltsa har vi visat att K &r en kropp!

Loésning till problem 4. Antag att a € R &r ett primelement och att ¢(a)|zy dir z,y € S. Vi vill visa
att p(a)|x eller p(a)ly.

Eftersom ¢(a)|zy sa finns det z € S sa att p(a)z = xy. Da ¢ &r surjektiv finns det b,c,d € R sa
att ¢(b) = z, p(c) = y och p(d) = z. Vi har da ¢(a)p(d) = ¢(b)p(c) vilket &r ekvivalent med att
o(ad) = p(be) eftersom @ dr en ringhomomorfism. D4 ¢ &r injektiv implicerar p(ad) = ¢(be) att ad = be,
d.v.s. albe.

Eftersom a ar ett primelement sa géller alb eller a|c. Detta dr enligt definition ekvivalent med att det
finns e € R sa att ae = b eller att det finns f € R sa att af = ¢. Genom att applicera ¢ pa bada sidor
av dessa tva likheter far vi att o(a)p(e) = p(b) = x eller p(a)p(f) = p(c) = y. Notera att vi hir har
anvant att ¢ ar en ringhomomorfism. Men detta betyder att ¢(a)|x eller p(a)|y. Detta visar att ¢(a) &r
ett primelement.

Antag nu att o(a) ér ett primelement. Eftersom att ¢! ocksé #r en isomorfism och a = ¢! (p(a))
sa foljer det fran det vi precis visat att a ar ett primelement.

Losning till problem 5. a) Vi visar {orst att ¢ ar véldefinierad. Antag att a + 21Z = b+ 21Z. Da
giller 21|(a —b) = 3|(a —b) eftersom 3|21. Men detta betyder att ¢(a +21Z) = a+3Z =b+3Z =
o(b+ 217Z), och alltsa ar ¢ vildefinierad.

Vi visar nu att ¢ ar en ringhomomorfism:

©((a+21Z)+(b4+21Z)) = o((a+b)+21Z)) = (a+b)+3Z = (a+3Z)+(b+3Z) = p(a+21Z)+¢(b+21Z),

o((a+21Z)- (b+21Z)) = ¢((a-b)+21Z)) = (a-b)+3Z = (a+3Z) - (b+3Z) = p(a+21Z)-o(b+21Z),
©(lz,,) = (14 21Z) =14 3Z = 1z,.

Alltsa uppfyller ¢ de tre axiomen fér en ringhomomorfism.

Lat a + 37Z vara ett godtyckligt element i Z3. Da kommer a 4 3Z ligga i bilden av ¢ eftersom
w(a+21Z) = a + 3Z. Alltsa ar ¢ surjektiv och dérmed en epimorfism.



b) Antag att a + 21Z € Ker(p), d.v.s. ¢(a + 21Z) = a + 3Z = 0+ 3Z. Da géller 3|(a — 0), d.v.s.
a = 3k for nagot k € Z. Men da ar a + 217 = 3k + 21Z = (34 21Z)(k + 21Z) € 3Z2. Alltsa galler
Ker(p) C 3Za;.

Antag att a + 21Z € 3Zg;. Da finns det k + 217 sa att a + 21Z = (3 + 21Z)(k + 21Z) = 3k + 217Z.
Det betyder att ¢(a + 21Z) = ¢(3k + 21Z) = 3k + 3Z = 0 + 3Z. Alltsa giller 3Zs; C Ker(p). De
tva inklusionerna ger oss att Ker(p) = 3Z;.

c) Eftersom att ¢ : Zo1 — Zs &r en homomorfism dar Im(y) = Zs och Ker(yp) = 3Za; sa sdger
Noethers forsta isomorfi sats att Zg; /3Z21 & Zs.

Losning till problem 6. Eftersom att C dr en kropp sa ar C[z] en Euklidisk ring (enligt Sats 13.6 fran
forelasningsanteckningarna) och varje Euklidisk ring &r en huvudidealring (enligt Sats 13.10). Vi vet
alltsa att alla polynom &r pa formen I = (p(z)) for nagot p(x) € C[z]. Enligt Sats 11.17 s ar (p(z)) ett
maximalt ideal om och endast om p(z) &r irreducibelt.

Forst kommer vi ihag att ett komplext polynom ar inverterbart om och endast om det ar ett nollskilt
konstant polynom. Enligt Algebrans fundamentalsats har varje icke-konstant komplext polynom ett
nollstélle = z, och enligt Faktorsatsen kan p(x) da skrivas som (z — z)g(z) for nagot ¢(x) € Clz]. Om
deg(p) > 1 sa ar deg(q) > 0 och p(z) ar da en produkt av tva icke-inverterbara element, d.v.s. p(z) &r
inte irreducibelt.

Om deg(p) =1 och p(z) = g(x)r(x) sa far vi foljande likhet (eftersom Clx] &r ett integritetsomrade):

1 = deg(p) = deg(q) + deg(r).

Alltsa maste nagon av g, r ha grad 0 och dr darmed inverterbara. Alltsa &r de irreducibla elementen precis
forstagradspolynomen. Notera att varje komplext forstagradspolynom ar associerat med ett moniskt
forstagradspolynom. Tva associerade element genererar samma ideal!

Alltsa &r de maximala idealen i C[x] precis idealen (z — z) for varje z € C.

Lo6sning till problem 7. a) Eftersom ringen av Gaussiska heltal dr en Euklidisk ring sa det &dven en
huvudidealring enligt Sats 13.10. Alltsa ar alla ideal pa formen (a + bi) for nagot a + bi € Z[i].

b) Enligt Sats 13.14 sa &r generatorn till (—3+ 94, —54 25¢) lika med den storsta gemensamma faktorn
till —1 4 37 och —5 4 244. Vi behover alltsa faktorisera de tva Gaussiska heltalen!
Vi bérjar med att faktorisera —3 + 9.

i) Vi bryter ut sgd(—3,9) =3: =3+ 9i = 3(—1+ 3¢)
ii) Vi noterar att 3 &r ett primtal.
iii) Eftersom 3 = 3 (mod 4) sa &r 3 ett irreducibelt Gaussiskt heltal.
iv) Vi borjar faktoriseringen av —1 + 3¢ genom att beriikna N(—1 + 3i) = (—1)? + 3% = 10.
v) Vi faktoriserar normen i primtal: 10 = 2 - 5.

vi) Vi faktoriserar primtalsfaktorer i irreducibla Gaussiska heltal:
2=014+)1-1),5=(14+2i)(1 — 2i).
vii) Vi kontrollerar vilket Gaussiskt heltal i de konjugerade paren som delar —1 + 3i:

—1+3i (=14 3i)(1+20)
1—2 5
. )

= —— ¢,

—1+3i (=14 3i)(1—20)
142 5
5+ 5i
5
=1+

viii) Eftersom N(1+4) =2 sa &r 1 + ¢ irreducibel och vi &r klaral



Vi har nu kommit fram till att féljande ar en faktorisering av —3 4+ 9i i irreducibla Gaussiska heltal:
—3+9i =3(1+4)(1+ 29).

Nu vill vi faktorisera —5 + 25¢.

i) Vi bryter ut sgd(—5,25) = 5: —5 + 25i = 5(—1 + 5i)
ii) Vi noterar att 5 &r ett primtal.

iii) Eftersom 5 # 3 (mod 4) s kan 5 skrivas som en summa av tva kvadrater: 5 = 1% 4 2% =
(14 24)(1 — 2¢), dar 1 + 2¢ och 1 — 2¢ &r irreducibla Gaussiska heltal.

iv) Vi borjar faktoriseringen av —1 + 5i genom att beriikna N(—1 + 5i) = (—1)? + 5% = 26.
v) Vi faktoriserar normen i primtal: 26 =2 - 13.

vi) Vi faktoriserar primtalsfaktorer i irreducibla Gaussiska heltal:
2=(1414)(1-14),13 = (2+ 3)(2 — 3i).
vii) Vi kontrollerar vilket Gaussiskt heltal i de konjugerade paren som delar —1 + 5i:

—1+5i (=14 50)(2+ 30)
2-3i 13
—17+7i

= = gy

—1+5i  (—1+5i)(2—3i)

24+3i 13
134136
13
=141

viii) Eftersom N(1+4) =2 sa ar 1 + ¢ irreducibel och vi &ar klaral!

Vi har nu kommit fram till att féljande ar en faktorisering av —5+25i i irreducibla Gaussiska heltal:
=5+ 250 = (1 4+ 24)(1 — 24)(1 +4)(2 + 34).

Den storsta gemensamma faktorn till de tva Gaussiska heltalen &r alltsa:

sgd(—=3+9i, —5+25¢) = sgd(3(141)(1424), (14+2¢)(1—24)(1+4)(2+3i)) = (1414)(1+23) = —1+34.

Detta betyder att I = (=3 + 94, —5 4 25¢) = (—1 + 3i).



