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1. Avgor om foljande pastaenden ar sanna eller falska. Ge ett kort bevis eller ett motexempel.

a) Z[z] ar en Euklidisk ring.
b) Polynomen 62 — Tz 4 T och 5z + T ir lika i Zs[x].
¢) Ringarna Zsg, Zy X Zg och Zg X Zg ar alla isomorfa med varandra.

d) (m,d) = (44,3) och (m,e) = (44,7) &r ett par av fungerande RSA-nycklar (dven om talen
m,e,d &r for sma for att utgora en siker RSA-nyckel).

e) Lat a och b vara tva irreducibla element i ett integritetsomrade R. Da ar ab aldrig ett irreducibelt

element.
(10 poéng)
2. a) Vad séger Eulers sats?
b) Berdkna ¢(44).
c) Berikna 9'° (mod 44).
d) Faktorisera z° — z i irreducibla faktorer i Zs[x].
(5 poiing)

3. Lat R vara en kommutativ ring. Ett element e kallas for idempotent om e? = e.

a) Visa att eR = {er |r € R} C R, dar e &r idempotent, tillsammans med additionen och multip-
likationen fran R utgdr en ring dér det additivt neutrala elementet dr Or och det multiplikativt
neutrala elementet ar e.

b) Ar eR en delring av R?

(5 poiing)

4. a) Aterge definitionen av en ringhomomorfism.

b) Ge ett exempel pa en ringhomomorfism (som inte ar f fran Uppgift 6) och visa att ditt exempel
ar en ringhomomorfism.

c) Visa att det inte finns nagon ringhomomorfism mellan Zs och Zs.

(5 poiing)

Fortsétter pa néasta sidal



5. Lat R vara en dndlig kommutativ ring, d.v.s. |R| < co. Lat I C R vara ett ideal.

a)

b)

Varje element i R/I ar en ekvivalensklass a4 I, for nagot a € R. Visa att alla dessa ekvivalens-
klasser innehaller lika manga element.

Visa att |R/I| = ||]I%|

(5 poiing)

Avbildningen f : Zgy — Z11,a+447Z — a+11Z &r en ringhomomorfism, dar a+nZ betecknar a:s
restklass modulo n. Visa att f ar surjektiv (d.v.s. en epimorfism) och att Ker(f) = (11 + 447Z).

Visa att Z44/<11 + 44Z> = le.
Visa att (11 + 447Z) ar ett maximalt ideal i Zyy.

Du far anvanda pastaendena i de foregaende deluppgifterna dven om du inte lyckats bevisa dem.

(5 poéng)

7. Faktorisera det Gaussiska heltalet —30 4 1107 i irreducibla faktorer. (5 poéng)

Lycka till!



Losningar till tentamen i Algebra II 2022-03-10

Loésning till problem 1. a) Falskt! Z[z] &r inte en huvudidealring, da t.ex. (2, ) inte &r ett huvu-
dideal: Varje Euklidisk ring &r en huvudidealring, s darfor kan inte Z[x] heller vara en Euklidisk
ring.

b) Sant! Tva polynom ar lika om deras koefficienter ar lika. 1 Z3 har vi 6
Alltsa ar samtliga koefficienter lika, och polynomen ar darmed lika.

0,-1=50ch1=1.

c) Falskt! Vi vet att Zy,, = Zy, X Z,, om och endast om sgd(m,n)) = 1. Eftersom sgd(6,6) =6 > 1
(och 36 = 6 - 6) sa galler Zsg ¥ Zg x Zg. Déaremot géller Zgzg = Zy X Zg eftersom 36 = 4 -9 och
sgd(4,9) = 1.

d) Falskt! 44 = 2% .11 #r inte kvadratfritt, vilket &r ett nodvindigt villkor for m i en RSA-nyckel.

e) Sant! Om a och b &r irreducibla sa &ar de framforallt icke-inverterbara. Alltsa &r ab en produkt av
tva icke-inverterbara element och kan darfor inte vara irreducibelt.

Loésning till problem 2. a)
Sats (Eulers sats). Om sgd(a,m) = 1, sa har vi
a?™ =1 (mod m).
b) Eftersom sgd(2%,11) = 1 sa giller:

0(44) = p(22 - 11) = (2?) - p(11) = (22 — 2) - 10 = 20.

Hér har vi dven anvint att om p &r ett primtal och k € Zg sa géller (p*) = p* — p*~L.

c) Eftersom sgd(3,44) = 1 géller enligt Eulers sats 90 = (32)10 = 320 = 39(44) = 1 (mod 44).

d) Enligt Fermats lilla sats giller «® = a (mod 5) for alla heltal a. Alltsa dr alla element @ € Zs
ett nollstille till z° — z. Eftersom Zs[x] fr ett integritetsomrade (da Zs #r en kropp) sa siger
Faktorsatsen for integritetsomraden att

2~z =z(x—-1)(z—2)(zr—3)(z—4)g()
for nagot g(x) € Zs[x]. Men eftersom vi &r i ett integritetsomrade sa géller

deg(p(z)q(r)) = deg(p(z)) + deg(q(x))

och vi far darfor ekvationen

5 = dog(a” — @) = deg(a(a — I)(z — )(w — 3)(x — 1)) + deg(g(x)) = 5 + deg(g(a)).

Alltsa dr deg(g(z)) = 0, vilket betyder att g(z) = ¢ for nagot ¢ € Zs. Men koefficienten framfor 2°
i hogerledet blir da ¢, vilket betyder att om vi jamfér med hogerledet sa ser vi att ¢ maste vara lika
med 1. Alltsa géller

2~z =2z —1)(z—2)(z - 3)(z —4).

Till sist sa ser vi att samtliga faktorer x — @ &r icke-inverterbara eftersom de inverterbara elementen
i Zs[x] ar precis de nollskilda konstanta polynomen. Om x — @ = p(z)q(z) sd maste nagon av p(x)
och g(x) vara ett nollskilt konstant polynom for att summan av graderna ska bli 0. Men da ar nagot
av polynomen p(z) och ¢(z) inverterbara enligt tidigare kommentar, och alltsa dr « — @ irreducibel.
Alltsa &ar

2 —x =2 —1)(z—2)(z—3)(z—14)

en faktorisering i irreducibla element.



Loésning till problem 3. a) Vi borjar med att visa att eR &r sluten under addition och multiplika-
tion, sa att +,- verkligen ar funktioner med definitionsméngd eR x eR och malméngd eR. Antag
att er,es € eR ar tva godtyckliga element. Da géller:

er+es=ce(r+s)€eR, er-es=e(ers)c eR.
Nu kan vi kontrollera att alla ringaxiom galler.
i) Additivt neutralt element: Eftersom e -0g = Og, sa géller O € eR. Men da géller er 4+ 0g =

er = 0 + er for alla er € eR, eftersom eR C R.

ii) Additivt invers: Eftersom e - (—r) = —er, sa géller —er € eR for alla er € R. Alltsa har alla
element i eR en additiv invers som ligger i eR.

iii) Additiv associativtitet. Eftersom vi har additiv associativitet for alla element i R, sa maste
det dven gilla for delméngden eR C R.

iv) Additiv kommutativitet. Eftersom vi har additiv kommutativitet for alla element i R, sa maste
det dven gilla for delméngden eR C R.

v) Multiplikativt neutralt element: Fér varje element er € eR giller e-er = e?r = er = e*r = er-e.
Alltsa ar e det multiplikativit neutrala elementet.

vi) Multiplikativ associativtitet. Eftersom vi har multiplikativ associativitet for alla element i R,
sa maste det dven gélla for delméngden eR C R.

vii) Distributivitet: Eftersom vi har distributivitet f6r alla element i R, s maste det dven gélla
for delméangden eR C R.

Alltsa ar alla ringaxiom uppfyllda, och eR &r ddrmed en ring dér det additivt neutrala elementet
ar Or och det multiplikativt neutrala elementet &r e.

b) eR &r endast en delring av R om e = 1g, och da &r eR = R. I §vriga fall, alltsd om e # 1g, sa ar
det multiplikativt neutrala elementet i eR och R inte samma. Alltsa &r eR inte en delring av R om

6751]{.

Lo6sning till problem 4. a) En ringhomomorfism &r en funktion f: R — S mellan tva ringar R och
S sa att foljande giller for varje a,b € R:

i) flat+rb) = fla)+s f(b),
ii) f(a-rb) = f(a)-s f(b),
iii) f(1g) = 1s.
b) Lat R vara en godtycklig ring. D& ar Idg : R — R,a — a, en ringhomomorfism. Vi ser att

Idgr(a+b) = a+ b =1dg(a) + Idg(b) och Idg(a-b) = a-b=1dg(a) - Idg () for alla a,b € R, samt
Idg(1g) = 1g. Alltsa ar Idg en ringhomomorfism.

c) Antag att f : Zs — Zj dr en ringhomomorfism. Vi vet att kdrnan ar ett ideal, och att Zs endast
har tva ideal da det ar en kropp; nollidealet och hela ringen. Men eftersom ettan avbildas pa ettan
(som ju inte &ar lika med noll), sa ligger inte ettan i kirnan. Alltsa maste kidrnan vara nollidealet.
Det betyder dock att avbildningen &r injektiv, och Zs ar da isomorf med bilden av f, som &r en
delring av Zjz. Detta dr dock omdjligt da Zs innehaller fler element &n Zgz. Alltsa finns det ingen
ringhomomorfism fran Zs till Zy.

Antag att f : Zs — Zs &r en ringhomomorfism. Da maste 1z, = 1+ 3Z avbildas pa 1z, = 1+ 5Z
och 0z, = 0+ 3Z avbildas pa 0z, = 0+ 5Z. Men eftersom
1z, + 1z, + 1z, + 1z, + 1z, + 1z, = Oz,
sa galler
fQzy + 1z, + 1z, + 1z, + 1z, + 1z,) = f(0z,) = 0z;.
Men samtidigt maste foljande gélla:
fQzy + 1z, + 1z, + 1z, + 1z, +1z,) = f(1z,) + f(lz,) + f(Qz,) + f(1z,) + f(1z,) + f(1z,)
=1z, + 1z, + 1z, + 1z, + 1z, + 17, = 1z..

Men 1z, # 0Oz,, sa vi har en motségelse. Alltsa finns ingen ringhomomorfism fran Zs och Zs.
Observera att vi &ven kan anvianda ett liknande resonemang for att bevisa att det inte finns nagon
ringhomomorfism fran Zs till Zs.



Loésning till problem 5. a) Lat a € R vara ett godtyckligt element och titta pa ekvivalensklassen
a+ I. Ett element b ligger i a + I om och endast om b — a € I, d.v.s. om och endast om det finns
ettceIsdattb—a=c< b=a+c Vikan alltsa skriva a +I = {a + ¢ | ¢ € I'}. Observera att
det inte forekommer nagra upprepningar i denna mangd eftersom a +¢ = a+d = ¢ = d. Vi har
alltsa en bijektion mellan element i a + I och I. Alltsa innehaller a + I lika manga element som I,
d.v.s. la+ I| = |I]. Eftersom a valdes godtyckligt géiller detta for alla ekvivalensklasser a + I.

b) Vi vet att varje element i R tillhor precis en ekvivalensklass, och varje ekvivalensklass innehéller
precis |I] element. Vidare vet vi att antalet ekvivalensklasser &r precis antalet element i R/I,
eftersom elementen i R/I &r precis ekvivalensklasserna. Alltsa géller |R| = |I| - |R/I|, eftersom vi
delat in alla element i |R/I| méngder, och varje méngd innehaller |I| element. Men da 0 < |I| <
|R| < o0, sa kan vi dividera bada sidor i likheten med |I|, och vi far da

B
R/ = =
1]
Losning till problem 6. a) Vi visar forst att f ar surjektiv. For varje restklass a + 11Z € Zj1, sa
ar a ett heltal (som vi kan anta uppfyller 0 < a < 11), och vi har da restklassen a + 447 € Z44 som
avbildas pa just a + 11Z € Zq;.

Vi visar sedan att Ker(f) C (11 4 44Z). Ett element a + 117 ligger i kédrnan om och endast om
a+ 11Z = 0 4+ 117Z. Detta ar ekvivalent med att a € 11Z, alltsa att a = 11b, fér nagot b € Z. Om
detta géller sa har vi a + 44Z = 110+ 447 = (11 4 44Z)(b + 44Z) € (11 + 44Z). Vi har alltsa visat
att Ker(f) C (11 + 44Z).

Vi visar till sist att (11 4+44Z) C Ker(f). Antag att a +44Z € (11 + 44Z). Da finns det b+ 44Z sa
att a+447Z = (11+447)(b+44Z) = 11b+447Z. Men vi har f(a+44Z) = f(110+447Z) = 11b+11Z =
04 117Z. Vi har alltsa visat att (11 4+ 44Z) C Ker(f). Darmed géller Ker(f) = (11 + 447Z).

b) Enligt Noethers forsta isomorfisats sa géller det for varje ringhomomorfism f : R — S att R/ Ker(f) =
Im(f). Vi visade precis att f &r surjektiv, och darfor géller Im(f) = Z;1, och vi visade &ven att
Ker(f) = (11 4+ 447Z). Alltsa géller enligt Noethers forsta isomorfisats att Zgq/(11 + 447) = Z1;.

c) Vi har en sats som séger att om R ar en kommutativ ring och I C R &r ett ideal, sa &r I maximalt
om och endast om R/I &r en kropp. Eftersom Zy4 /(114 44Z) = Z11 och Zq; ar en kropp (da 11 &r
ett primtal), s& dr &ven Zgq/(11+44Z) en kropp (eftersom denna egenskap bevaras under isomorfi).
Men det betyder att idealet vi kvotade med, d.v.s. (11 + 44Z) &r ett maximalt ideal.

Losning till problem 7. Vi borjar med att bryta ut sgd(30,110) = 10:
—30 + 110i = 10(—3 + 113).
Sedan faktoriserar vi den storsta gemensamma delaren i primtal:
10=2-5.

Kom ihag foljande sats:

Sats. De irreducibla elementen i Z[i] &r:
a) Primtal p € N sa att p = 3 (mod 4),
b) Gaussiska heltal a + bi sadana att N(a + bi) = a® + b* ar ett primtal.
c) Gaussiska heltal som &r associerade med de i a) och b).

Eftersom att 2 # 3 (mod 4) och 5 # 3 (mod 4) s& vet vi att 2 och 5 kan skrivas som en summa av tva
kvadrater och vi far dérfor:

2=12412=(1+44)(1—14), 5=12422=(1+2i)(1—2i).

Eftersom att bade 1+ i och 1 — ¢ har normen 2 som &r ett primtal sa ar dessa faktorer irreducibla. Pa
samma sett ser vi att bade 1 + 2¢ och 1 — 2¢ har normen 5 som &r ett primtal, sa d&ven dessa faktorer &r
irreducibla. Sammanfattningsvis ar faktoriseringen av 10 i irreducibla faktorer féljande:

10=(1+4)(1—d)(1 4 26)(1 — 20).



Nu gar vi vidare och faktoriserar —3 4+ 114. Vi borjar med att faktorisera N(—3 + 114) i irreducibla
faktorer:

N(=3+11i) = (=3)2+ 112 =94 121 =130 = 2-5- 13 = (1 +4)(1 — i)(1 + 2i)(1 — 2i)(2 + 3i)(2 — 3i).

Kom ihag att varje irreducibelt element ocksa ar primt och att N(z) = 2Z. For varje irreducibel faktor
i N(z) har vi q|2Z = ¢|z V ¢z, och det senare &r ekvivalent med g|z V g|z. Detta betyder att —3 + 114
kommer innehalla 3 irreducibla faktorer.

Vi testar forst om 1 + ¢ delar —3 + 114:

3411 (-3+119)(1—i)  (=3+11)+(11+3)i 8+ 14i

_ _ =447
1+i A+i)(1—1i) 2 o

Vi ser att 1 + ¢ delar —3 + 117 och att kvoten ar 4 + 7i. Men 4 + 7¢ ar inte irreducibelt eftersom
N (4 + 7i) = 65 som inte ar ett primtal.
Vi testar nu om 1 + 27 delar 4 + 7i:

447  (A+T7)(1-2) (4+14)+(7-8)i 18—
14+2i  (1+20)(1—2i) 5 5

¢ Zi).

Alltsa delar 1 4 2¢ INTE 4 + 7i. Vi testar med konjugatet 1 — 2¢ istéllet. Observera att vi nu vet att
1 — 2¢ maste dela 4 — Ti.

A+7i  (A+7)(1+2)  (4—14)+ (T+8)i —10+15i

_ - = 2+ 3i.
1—2i  (1-2i)(1+2i) 5 5 o

Vi ser att 1 — 2¢ delar 4 4 7i och att kvoten dr —2 + 3i = —(2 — 3i) &r irreducibelt! Vi har alltsa:
—3+ 110 = —(1+d)(1 — 20)(2 — 34).
Sammantaget far vi féjande faktorisering i irreducibla faktorer:

—30 + 1107 = —(1 + ) (1 — i)(1 4+ 2i)(1 — 20) (1 +i)(1 — 20)(2 — 3d) = i(1 +4)>(1 + 24) (1 — 20)*(2 — 3i).



