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1. a) Vi forlanger bagge sidor med vzt + z + (/x* + %2 och far da

x4+x—(x4+%2)

rT 7

Vit tz /et + 8 Valto 4ot + 2
Vi forkortar sedan med z2 och far

-1 _ 1
VIta3+4/1+2°
Saledes far vi
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lim 24 + —\/x4—i—x—: lim
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b) Vi anvéinder f6ljande Tayloruppskattningar:

In(l+xz)=24+0(2?%), sinz=z+0(>), e =1+z+0(z?).
Kombineras de tva sista far vi dven

ST =142+ 0((sinz)?) =1+ + O(2?).
Darfor far vi

In(l4+z) z+0(*) 1+0(x)

esinz —1 2+ 0(2)  1+0(z)
dar vi forkortat med x i sista steget. Lat vi x — 0 ser vi da att

i 23 +2) . 1+0(@)
z—0 ST — ] z—0 1 + O(CU)



2. Med f(x) = x3e™® s& har vi f'(z) = 2%e7%(3 — z) och f’(z) = ze %(2? — 6x + 6).

Kritiska punkter &r d& x = 0 och x = 3. Vi kan ocksé sluta oss till att f > 0 om
0 <x<3ochz<0,ochatt f/ <0 om x> 3. Vidare har vi att f”/ < 0 om x < 0 eller
r€(3-v3,3+v3)och f/>0o0mzc (0,3—+/3)eller x >3+ +/3. Vi ser ocksa att
vi har gransvirdena

lim f(z)=0, xgriaoo f(z) = —o0.

r—r—+00

Vi tar ocksa fram att f(0) =0, f(1) = (1/e) ~ 1/3 och f(3) = (3/e)® =~ (1.1)3 ~ 1.3.

D& vet vi nu att f ar strdng avtagande till hoger om = = 3 och stréangt vixande till
vanster om x = 3. Den enda mdjliga extrempunkten ar d& i x = 3 vilket maste vara
ett globalt max. D& gransviardet 4r —oo d& x — —oo antar f ej nadgot min. Alltsa
maxvirdet dr f(3) = (3/e)® och minviirde finns ej. Vi vet dven var f #r konkav resp
konvex fran tecknet pa f” ovan. Vi kan da skissa upp foljande:

3-V3 3 3+V3

konvex konkav konvex konkav

3. Vi borjar med partialintegration och far

/ in22d / T o+ S arcsin(e?)
X arcsinx Xr = — —ax — arcsin\xr ).
N

Den forsta integralen loser vi genom variabelsubstitutionen ¢t = x? vilket ger dt = 4a3dx

och darmed
_/'aﬁm__/ll

V1—at 41—t

Summerar vi upp detta far vi

1 1
dtzg\/l—t—{—ozi\/l—l'zl‘{‘c

1 2
/xarcsin 2idr = 3 1—azt+ % arcsin(z?) + C.



4. Vi har formeln for generell funktiongraf f(x) med intervall [a, b]:

b
V= / 7(f(x))*dz.
I detta fall far vi da

V = / 1—|7j72d1' = Tr[arctanx](fo = 7T(7T/2 — 7T/4) = 7T2/4 volymenheter.
1 T

5. Vi testar de olika fallen |z| > 1 och |z| < 1 separat.
Om |z| > 1 ser vi att
|z|¥ In k
k3
inte konvergerar mot 0 da k — oco. Alltsa kan inte serien vara konvergent i detta fall.

Om |z| <1 s& studerar vi om serien &r absolutkonvergent. D& skall vi studera konver-
gensen av den positiva serien
- k
|z|* In k
2
1

som &ar mindre &n den konvergenta serien
oo
>
k2’
1

eftersom || <1 och Ink < k. Darmed konvergerar den ursprungliga serien absolut och
saledes konvergerar den.

Vi sammanfattar: Serien konvergerar for |z| < 1 och divergerar annars.

6. Vi anvander Taylorpolynom av grad 3. Vi har generellt
f@) = f0) + f/(0)x + f(0)2*/2 + fP(s)2” /6
for nagot s € (0, x).

Vi viljer hir f(r) = /9 + x. Da har vi v/10 = f(1). Vi har ocksa

! _1 _% " __1 _% l'—§ :L'_%
P@)=50+2)73, @) =-30+2)7% [P =20+2)



och &ven f/(0) = 1/6 och f"(0) = —1/(4 - 33).

Vi far da
' 1 3 251
FQ) ~ f(0) + £(0) + f7(0)/2=3+1/6 —1/(8-3%) = o1,
dér absolutbeloppet av felet i approximationen ges av
1 1 1

3 5
(3) - = —2/6 < =
£+ (s)/6] 8(9+$) 2/6 < 16-3 _ 16.243 ~ 1000

dar vi anvinde att s € (0,1). Alltsa &ar felet i approximationen mindre &n en tusendel.
Approximationen ar da

251
V10~ 3+1/6—-1/(8-3%) = 316

a) Vi séger att
lim f(z)=0

T—00

om det for varje € > 0 finns ett R > 0 s att x > R implicerar att

[f(z)] <e.

b) Tag e > 0, vi vill da visa att det finns R > 0 s& att om x > R si har vi

sin x

<
T

Om vi véljer R = 1/e ser vi att vi far

sinm’<‘1‘< 1
7287
R

T Tl

dar vi har anvént att |sinz| < 1.
Allts& har vi visat att att det finns ett sadant R.

a) T ex foljden {(—1)"}.
b) T ex foljden 1,2,3,4,...
c) Tex f(z) = 22



d) T ex funktionen som dr 1 pa alla rationella tal i [2,5] och 0 pa de irrationella talen
i[2,5].

e) T ex funktionen

.’172 X
f(w)Z{ -

0 x<0.

Vi har da att f'(x) = 2z om x > 0 och 0 annars. Genom att studera gransvéirdet
som d& definierar andraderivatan i = 0 ser man att andraderivatan ej existerar i
xz=0.

9. Det ricker att visa att det finns foljder av Gver- och undertrappfunktioner ®,, och ¥,
s& att

1
/ &, — V,dz — 0,
0

da n — oco. Integralen av f ar da lika med

1
lim O, (z)dx.

n—o0 0

Lat n vara ett positivt heltal och lat =, = k/n for k = 0,...,n. Eftersom f(z) &ar
vaxande sa kan vi vélja foljande 6ver- och undertrappfunktioner:

D, (x) = f(xg) for x € [x_1, Tk
och
U, (z) = f(zr—1) for = € [TK_1, 28]
Vi har da

n n

1
/0 D, (x)dx = Zf(xk)/n = ZkQ/n5 = én(rm— D(2n+1)/n% = 1/3

k=1 k=1
da n — oo. Hér har vi anvént formeln som &r given i uppgiften. P4 samma sitt har vi

n n—1

1 n
| wa@rte = 3 sl fn = 3010t = SR = Glnmtn(n=1)1/nd 5 1/3
k=1

k=1 j=1

da n — oo. Alltsd har vi visat att funktionen &r integrerbar och att integralens virde
ar lika med 1/3.



10. Vi delar upp l6sningen i olika fall. Om

/1 f(z)dx =0
0
sd kan vi vélja ¢ = 1.
Lat .
= dz.
f@) = [ @y

D& har vi att f(0) = 0. Vidare har vi att f &r kontinuerlig pa [0, 1] och dérmed antar
f alla véirlden mellan f(0) och f(1). f(1)/4 ligger darimellan och déarfor finns det ett ¢
sa att f(c) = f(1)/4. Detta betyder exakt att

[ =1 [ s

vilket var det vi ville visa.



