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1. a) Gréansvirdet ar av typen 0/0. Anvandning av I’'Hopitals regel ger att
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b) Om vi férlanger med \/ 23 + 22 + Va3t o far vi uttrycket
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Darfor blir gransvardet lika med
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2. Med f(z) = (22 —1)/23 =1/2 — 1/23 sd har vi f/(z) = —1/2® + 3/2*. Vi ser da att f
ar stringt viixande for |x| < v/3 och stringt avtagande for |z| > /3. Vidare har vi att
f(z) = 400 da z — 0 fran vénster och f(z) - —oo da z — 0 fran hoger. Vi ser ocksa
att f(x) - 0 da x — +oo. Vi kan da sluta oss till att f inte antar nagot globalt max
eller globalt min. Déremot har f lokalt min i © = —+/3 or lokalt max i z = /3.

Vi tittar ocksa pa f(z) = 2/2% — 12/25. Vi ser da att f” > 0 och dirmed konvex om
x> /6 eller —v/6 < z < 0. Vi ser ocksa att f” > 0 och dérmed konkav om 0 < z < V6
eller om z < —/6.

Vi kan da skissa grafen mha av detta ovan och punkterna z = +/3, r = +v/6, z = 1
och x = £2/3.



3.
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a) Vi partialintegrerar tva ganger och far
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b) Vi ser att derivatan av —3 cos® x &r cos

J

Uppgiften kan ocksa lésas genom substitutionen ¢ = cosz.

xsinz och far darmed
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cos? z sin xdx = é (- cos®(m/4) + COSS(O)) = % <1 - (\/1§)S> = % <1 W
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4. a) Eftersom (1+a%)Inz > (1+2%) > 2 > 22 da x > e si har vi att integranden &r
begréansad ovanifran av m—lg Eftersom integralen

ar konvergent och integranden ar positiv, sa géller det enligt jamforelsesatsen att

aven o )
——d
/e (1+2*)Inz v

b) Eftersom sinz € [0,1] for = € [0, 7/2] s& géller att zsinx < z. Alltsa har vi
1

rsinz

w/2 1
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divergerar mot oo och integranden ar positiv, sa géller dven att

/2 1
/ —dx
o xsinz

divergerar mot oo enligt jamforelsesatsen.

ar konvergent.
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for x € (0,7/2]. Eftersom

6. Fran Taylors formel har vi fér Taylorpolynomet kring a

1
fl@) = Pof2) = 5 O t)(2 - a)*
for nagot t mellan a och x. Later vi f(z) = e® och anvinder Taylorpolynomet kring
origo, far vi for x € (—1,0)
2
1
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for nagot t € (x,0). Eftersom 0 < el <1 f6rt <0 safar vi

2 3
]ex—l—x—%| < ‘%x?" :‘:CG|.
Later vi = —t2 ger detta
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Genom att integrera 1 — 2 +¢4/2 far vi da en uppskattning pa integralen dir (absolut-
beloppet av) felet &r mindre dn

/1 o1 _ 1
o 6 42 720
Vi integrerar da 1 — 2 + t4/2 och far
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Detta ar ett narmevéirde pa integralen med ett fel som &r mindre &dn 1/20.

. Vi ser att f/(x) = 72% +2 > 2. Saledes dr f stringt viixande och dirmed inverterbar
overallt. For att bestdmma integralen anvinder vi substitutionen x = g(t) eller t = f(x)
vilket ger dt = f'(z)dx och ddrmed

3 9(3) 1 7 15
/ g(t)dt:/ a:f'(:v)dx:/ Tx" 4 2xdr = -+ 1= —,
0 9(0) 0 8 8
dér vi anvént att g(0) = 0 och ¢g(3) = 3 eftersom f(0) =0 och f(1) = 3.
. Enligt kvotkriteriet kan vi hitta konvergensradien genom att titta pa
o 3E+1 1
lim ——— = -.
k—oo 3k+19/Lk 3
Detta betyder att serien &r absolutkonvergent for |z| < § och divergent for |z| > §.

Vi testar de olika fallen z = :I:% separat. Om x = % sa har vi serien

>

k=1

sl-
™

som ar divergent eftersom t ex integralen

>~ 1

ar divergent.

Om z = —% s& har vi serien

5
k=1 \/E
som ar konvergent eftersom termerna ar avtagande och alternerande.

Vi sammanfattar: Serien konvergerar for —% <z < % och divergerar annars.



8. a) Visiger att

lim ap = L
k—o00

om det for varje € > 0 finns ett tal N > 0 sa att k£ > N implicerar att
\ak - L| <e.
b) Tag e > 0, vi vill da visa att det finns N > 0 s& att om k& > N sa har vi
Ink
—5|<e
Om vi véljer N till 1/4/e och k > N ser vi att vi far
LTI
k31— [ k2 N2~ 7
dér vi har anvant att Ink < k om k > 1.
Alltsd har vi visat att att det finns ett sadant N.

9. a) T exfoljden 1,2,3,4,...

b) T ex foljden {(—1)"}.

c) Tex f(z) ==.

d) T ex funktionen som &r 0 pa intervallet [0,1/2] och 0 pé intervallet (1/2,0].
)

e) T ex funktionen f(x) = |z|. Denna funktion &r ej deriverbar en gang i x = 0 och
dérmed inte deriverbar tva ganger heller. Daremot ar den kontinuerlig 6verallt.

10. Eftersom véardeméngden ar [0, 1] sa finns ett ¢ € [0,1] s& att f(¢) = 1. Vi vet ocksa att
t # 0 eftersom f(0) = 0. Vi delar upp i olika fall.

Fall 1: Om ¢ =1 s har vi fran medelvirdessatsen att det finns ¢ € (0, 1) sa att

fioy— S0 = 10)

=1
1-0
och diarmed antar f’ virdet 1 i detta fall.

Fall 2: Om ¢ # 1 sa giller t < 1. Fran medelvirdessatsen far vi da att det finns ett

d € (0,t) sa att
fit)—fO) 1

Vidare vet vi da att eftersom f(t) = 1 och fs maxvérde ar 1, sa antar f ett maxvérde i
x = t. Darmed géller f'(t) = 0. Eftersom f’ ar kontinuerlig antar f alla virden mellan
f/(t) =0och f/(d) > 1. Vérdet 1 ligger daremellan. Alltsa antar f’ virdet 1 ndgonstans
dven i detta fall.



