UPPSALA UNIVERSITET Losning till Tentamen i matematik
Matematiska institutionen Envariabelanalys for M, 1IMA210
Erik Lindgren 14 januari 2021

1. a) Eftersom e —1—2 —0daz — 0saér f(xr) =1 ett mojligt val.
b) Fran Taylor-utvecklingen av e® foljer att e* = 1 + x + 22/2 + O(23) och dirmed

Fran detta foljer det att f(z) = 22/2 #r ett mojligt val.

2. Triangeln i fraga kommer ha hérn i punkterna (0,0), (¢£,0) och (t,te™") om vi later
t = xp. Denna har arean t?e~!/2 areaenheter. Vi kan lika giirna studera nir funktionen
f(t) = t2e7! antar sitt storsta viirde. Vi har f(0) = 0 och f(t) — 0 da t — oo.
Eftersom f(t) > 0 for ¢ > 0 sa foljer det att f antar ett positivt max. Vi soker efter
kritiska punkter: f’(t) = (¢t — 2)te™*. Saledes dr ¢t = 2 den enda kritiska punkten och
detta maste vara ett max. Virdet ¢t = 2 svarar mot punkten (2,2e¢2) och arean 4/e?
areaenheter.




3. Vi borjar med partialbraksuppdelning. Vi ansétter

22 —4 _é E C

x2(x —2) P

Forlangning ger
222 — 4 = Ax(x — 2) + B(z — 2) + Caz?.

Sétter vi in # = 0 far vi direkt B = 2 och x = 2 ger C' = 1. Riéknar vi sedan antal 2
pa béagge sidor far vi 2 = A + C vilket ger A = 1. Alltsa har vi

222 — 4
22(z — 2)

Integration ger da

2z — 4 12 1 2
. de= [ =4+ = dr =1 ——+Injz-2[+C.
/xQ(w—2)x /w+x2+aﬁ—2$ nal x+n’$ |+




4. Ytan bestar dels av det som uppstar nar funktionens graf roteras kring y-axeln (man-

telytan) och ytan péa toppen av denna trattliknande kropp. Med f(z) = 2/ 323 ges
rotationsytans area ges av

A= /1 2x/1+ (f(x))2de = 271'/1 V1 + zdx
0 0
1

:27r/ (az+l)% - (:c+1)%d:1:
0

areaenheter.

Toppen av ytan ar en cirkelskiva med radien 1 langdenhet. Denna har da arean =
areaenheter.

Den totala arean ar d& summan av dessa, vilket blir

8w

5 (\/5 + 1) + 7 areaenheter.

5. Kvottestet ger att konvergensradien ar

2k (k4 1) 1
lim ———=1lm2(—-+1) =2
Fooe 2Rk Fovoo <I<: - >
Detta medfor att serien dr absolutkonvergent och ddrmed konvergent for |z| < 2.
Vi testar de olika fallen x = 42 separat.

Om z = 2 far vi serien

>

>
k=2
som ar divergent, t ex eftersom integralen

1
/ —dx
1 X

ar divergent.



Om x = —2 far vi serien
5
k
k=2
som ar konvergent pga Leibniz konvergenstest for alternerande serier.

Vi sammanfattar: Serien konvergerar for x € [—2,2) och divergerar annars.

. Lat f(x) = 2. Da har vi apy1 = f(an). Vi ser att f &dr en véxande funktion for
x > 1/e och att f(1) = 1. Déarfor har vi att f(1/e) < f(z) < 1lom l/e < z < 1.
Eftersom a; = 2/3 > 1/e foljer det att 1/e < f(1/e) < a, < 1 for alla n. Vidare ser
vi att ag = (2/3)%% > 2/3. Vi visar nu att a, #r vixande genom induktion. Antag
att an41 > an. Da giller att apyo = f(any1) > f(an) = any1 eftersom f ar vixande.
Alltsa ar a, vixande. D& a,, &ven ar begrinsad ovanifran medfor det att gransvirdet

a= lim a,
n—oo

existerar. Vidare maste a uppfylla a = a®. Detta ger att a = 1.

a) Vi har

tim T IO) i ) = g(0)

eftersom ¢ ar kontinuerlig. Alltsa géller enligt definitionen att f/(0) = ¢(0).

b) Vilj t ex g(z) = |z — 1]. Da ser vi att fs hoger- och vénsterderivator i x = 1 ar
+1. Saledes ar f ej deriverbar i x = 1.

a) T ex funktionen

1'2 X
f(x)z{ -

0 x<0.

Vi har da att f/(x) = 2z om z > 0 och 0 annars. Genom att studera gransvérdet
som dé definierar andraderivatan i = 0 ser man att andraderivatan ej existerar i
z=0.

b) T ex f(x) = 22



c) T ex fojden (sinn)/n for n =1,2,3,...

9. Det racker att visa att det finns foljder av Gver- och undertrappfunktioner ®,, och ¥,
s& att

1
/ b, — U,dr — 0,
0
da n — co. Lat n vara ett positivt heltal och 1at zp = e*/™ for k = 0,...,n. Vi har d&
T — The] = ek/"(l - efl/”).
Eftersom f(z) &r vixande s& kan vi vilja foljande 6ver- och undertrappfunktioner:

D, () = f(xg) for x € [xg_1, xk)
och
U, (z) = f(zr—1) for x € [TK_1, 28]
Vi har da

n

1 n n
/ D, (x)dx = Z fzk)/n= Z erm(1 — efl/”)ﬁ.
0 k=1 k=1

Pa samma satt har vi

! - - k/n —1/n k-1
U, (x)de = flar-1)/n =Y /"1 —et/m)=Zm.
0 = k=1

n
k=1

Darfor far vi

n

1 n
/ D, (x) — U,dr = Z ePm(1 — e_l/")1
0 k=1

1 e—1

_ =1/~ 1/ &

(1—e )ne Un 1
e—1

n

—0

da n — oco. Alltsa har vi visat att funktionen ar integrerbar.



10.

a)

Eftersom f(0) = f/(0) och f har kontinuerliga derivator upp till ordning tre s& har
vi

f(z) = %f”(O)l'Q + 0% = —0.

Darfor har vi 1
f(1/k) = 5f”(0)k_2 +0(k™3) k— oo

Vi anviinder nu jimforelsetestet for serier med serien 1/k2 som vi vet #r konvergent.
Enligt formeln ovan foljer det att f(1/k) har konstant tecken for &k stort nog efter-
som andra ordningens termen dominerar. Dérfor kan vi anvinda jaimforelsetestet.
Vi har R 1 .

) = S50+ O = L f(0).
Alltsa har vi att om Y 1/k? konvergerar sa konvergerar dven Y. f(1/k). Alltsa
konvergerar serien.

Antag att serien konvergerar. Eftersom f(0) = f/(0) och f har kontinuerliga
derivator upp till ordning tre sa har vi

Fla) = F(0) + f/(O) + 51" (0) +O) a0
eller )
f(1/k) = £(0)+ f/(0)k~L + §f”(0)l~c_2 +0(k™3) k— .

Om serien ) f(1/k) konvergerar géller f(1/k) — 0. Detta tvingar f(0) = 0. Vi

jamfor med serien )| 1/k. Denna vet vi dr divergent. Vi har
f(/E)
L1

Om f'(0) # 0 s& ger jamforelsen att > f(1/k) divergerar. Alltsd maste vi ha
f'(0) =o0.

= F0)+ 3O +0(72) = £0).



