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1. a) Eftersom In(1+x) — 0 da =z — 0 kan vi vélja f till den konstanta funktionen 1.

b) Vi anvinder foljande Tayloruppskattning:
In(1+xz) =2z —2%/24+ O(z3).
Med valet f(z) = —x2/2 far vi da efter att ha forkortat med —z2/2

In(l+2z)—=z

s =14+ 0(x) — 0.

Saledes ar detta val av f ok.

2. Med f(z) = z%™% sa har vi f'(z) = 22 %(3 — 2) och f"(z) = ze *(2® — 6x + 6).
Kritiska punkter &r dd x = 0 och x = 3. Vi kan ocksé sluta oss till att f* > 0 om
0 <z <3ochxz<0,ochatt f/<0om x> 3. Vidare har vi att f” < 0 om z < 0 eller
€ (3—+3,3++3) och f/>0o0m x € (0,3—+/3)eller x >3++/3. Viser ocksa att
vi har gransvirdena

e {0 =0 i, fl@)=—eo

Alltsd har vi en horisontell asymptot d& =z — oo. Vi tar ocksa fram att f(0) = 0,
f(1) = (1/e) = 1/3 och f(3) = (3/e)® ~ (1.1)3 ~ 1.3.

D& vet vi nu att f &r strdng avtagande till hoger om x = 3 och strangt vixande till
vanster om z = 3. Den enda mojliga extrempunkten ar da i o = 3 vilket méaste vara
ett globalt max. Da gransviardet &r —oo d& * — —oo antar f ej nagot min. Alltsa
maxvirdet dr f(3) = (3/e)® och minviirde finns ej. Vi vet &ven var f #r konkav resp
konvex fran tecknet pa f” ovan. Vi kan d& skissa upp foljande:



1/6 ’ .3 ,—Z

3-V3 3 3+3

konvex konkav konvex konkav

3. a) Vi utfor variabelbytet ¢t = 2% och far dt = 2xdz vilket ger

2 1 1

sin(x?) 2 /) sint

eftersom (sint)’ = cost. Uttryckt i z igen far vi slutligen

x cos(x?) 1 . o
/dezle’SID$ |+C

b) Vi partialintegrerar och far
Ve Ve q 1 Ve 1 1 Ve
/ zlnzdr = —/ §xda: + |:2CC2 In az} = [332 Inx — xz]
1 1

Forenklat blir detta ] 1
1 [z*(2lnz — l)n/E =7



4. a) Vi har med
g(t) =1/t

att
lim f(¢)/g(t) =1, f(t)>0 forte (0,1].

t—0+
1
/ g(t)dt
0

divergerar till co. Pga jamforelse for generaliserade integraler divergerar &ven in-
tegralen av f.

Vidare vet vi att integralen

b) Fran Taylor’s sats for e® har vi att
e® =14 a4 2%/2+ 233! + 2t /4! + e /5!, c € [0,x].

Dérfor giller for x > 0 att

e® > xt/4.
Detta medfor 5 )
x° sin x| AT
et — z/4l

Eftersom integralen

/ x 2dx
2

konvergerar sa konvergerar dven integralen

® x2sinz
dz.
2 er

5. Viser att ¢'(z) =1+ 1/x > 1 da x € [1,00). Saledes ar g striangt vixande pa [1,0).
och dérmed inverterbar dér. For att bestamma integralen anvénder vi substitutionen
x = h(t) eller t = g(x) vilket ger dt = ¢'(x)dz och darmed

e+1 h(1+e) e
/ h(t)dt:/ xg'(x)dx:/ (x4 1)dz = [2%/2 4+ z]¢ = €2/2 + e — 3/2.
1 h(1) 1

dér vi anvant att h(1) =1 och h(1 + e) = e eftersom g(1) = 1 och g(e) = 1 +e.



6. Vi anvander Taylorpolynom av grad 6 for cosz:
2 4 6

T T x° cost
=1——4+ = - € (0,z).
cos T 5 + 51 ol (0, x)
Substitutionen = — z3 ger da
6 12 18
T x x°cost
=1- "4 - " te(0,2°
cos x> —1—24 o € (0,z7),
vilket medfor
1 _ cost z!8
cos - +*—*\ e e
Detta ger
1 , 26 12 1,18 1
—14+ 5 - T ) da
’/O<COS() 3 24>$_06' 19 - 61
Vidare géller
1 1 1

= < .
19-6! 19-6-5-4-3-2 1000
Detta ger ett fel som uppfyller det efterfragade kriteriet. Réknar vi ut integralen far vi

1 1
1075,
‘/ (cos +14 13_24>dx‘< 0

7. Enligt kvotkriteriet kan vi hitta konvergensradien genom att studera

po k41 L W(k(I+1/k) k(i 1/k)
k—o0 klnk k—o0 Ink k—o0 Ink

eftersom In(1 + 1/k) — 0. Dérfor konvergerar serien tom absolut om |z| < 1 och
divergerar om |z| > 1. Vi testar de olika fallen z = £1 separat.

= 1
2 Tk

som inte dr konvergent enligt integraltestet for serien eftersom integralen

Om z = 1 far vi serien

* 1 1
/ de ={t=Inzx,dt = dz/z} = —dt
2

rlnx In2

inte konvergerar. Alltsd kan inte serien vara konvergent i detta fall.

5 klnk
som ar konvergent enligt Leibniz test eftersom den ar alternerande och absolutbeloppet
av termerna ar avtagande.

Om z = —1 far vi serien

Vi sammanfattar: Serien konvergerar for € [—1,1) och divergerar annars.



8. a) Visiger att f ar deriverbar i = a om gransvérdet

L flat )~ f0)

h—0 h

existerar. Gransvirdets virde dr da f(a).
b) Eftersom f(0) =0 och f’(0) = 3 s& géller enligt a) att

_f(h)
1 _— = = J.
fm T =10 =3
Detta betyder da att
. oy SR fRe) o f(R) oy o e
Jipola) = i TO7 =2l T = 2lim ST = 2(0) =23 5

9. a) T ex foljden {—(2)"}.
b) T ex foljden {(—1/2)"}.

c) T ex funktionen f(z) =1/(x —1).
) (
)

) =
) = .

d

e

T ex funktionen f(x

T ex funktionen

10. Antag att linjesegmentet skir fs graf i punkten (a, f(a)). Medelvirdessatsen tillimpad
pa intervallen (0,a) och (a,1) ger att det finns tva punkter ¢ € (0,a) och s € (a,1) s&

att
@) 10) SO @),
O _ppy, TOZID gy
Eftersom de tva linjesegmenten som gar mellan (0, f(0)) och (a, f(a)) och mellan (a, f(a))
och (1, f(1)) ligger langs samma linje sa géller da att lutningen #r den samma léngs de
tva segmentet, alltsa giller f/(t) = f’(s). Medelvirdessatsen tillimpad pa (¢, s) ger da
att det finns en punkt ¢ € (¢,s) C [0,1] s& att

P~ ()
t—s

1" (c) =0.



