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1. a) Eftersom sinx —x — 0 d&  — 0 kan vi t ex vélja f till den konstanta funktionen
1.

b) Vi anvénder foljande Tayloruppskattning:
sine = x — 2/6 + O(x°).
Med valet f(z) = —23/6 far vi da efter att ha forkortat med —2°/6

sinz —x

_ 2
yT; =1+0(z*) — 1.

Saledes ar detta val av f ok.

2. Med f(z) = (22 —3)/(x+2) =2 —2+1/(x +2) sa ser vi att f har en verikal asymptot
i x = —2 och en sned asymptot x — 2 da x — Fo0. Saledes antar inte f nagot storsta
eller minsta virde. Vidare ar funktionen ej definierad i = —2. Vi har

Fa)=1—-(z+2)2

Kritiska punkter &r da = —1 och x = —3. Undersoker vi tecknet hos derivatan ser vi
att f/>0da|z+2] >1och f/ <0da|z+2| <1. Detta ger att f antar ett lokalt max
iz = —3 och ett lokalt min i x = —1. Vi har ocksa

f"(x)=2(z+3)73

sa att f ar konvex for x > —2 och konkav for < —2. Vi bestdmmer skirningspunkterna
med axlarna: (0,—3/2) och (£+/3,0). Vi har &ven f(—1) = —2 och f(—3) = —6. Vi
kan da skissa upp foljande:
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3. a) Vi partialintegrerar genom att integrera x och derivera arctan z. Detta ger

I noxr.

Vidare har vi eftersom 22/(2% 4+ 1) =1 —1/(2? + 1) att

1 2 1
—Q/Jde:—§+2arCtanx+C

Summerar vi far vi

/xarctanxdx = (1 + xQ) arctanz — g + C.

N



b) Anvénder vi partialbraksuppdelning far vi

044 244 11
w2 +4r+3 (z+1)(z+3) z+1 x+3

/4 2x + 4 4 /1 1 N 1 J
—— AT = T
0 $2+4ﬂf+3 0 Jf-f—l I+3

= [ln(fv +1)+1In(z + 3)}

=In2+In4—-1Inl1—-1In3
= In(8/3).

Darmed far vi

1
0

4. Enligt formeln for rotationsvolymer far vi

(o) 1 2

V:ﬂ/ <_Tﬂm>dm
2 rs—T

Vi observerar att z* > 2z och dérmed x* /2 > x da x > 2. Saledes har vi
1 2 2\’
R
vt -z st

dér vi ocksa anvént att |1 4 cosz| < 2. Eftersom integralen

oo
/ z8dx
2
ar konvergent si ar dven integralen

% 1+ cosz\?
) dz
2 rs —T
konvergent, enligt jamforelsesatsen for generaliserade integraler, dér vi ocksa anvint att
integranden ar icke-negativ.

5. a) Vi ser att serien dr alternerande pga faktorn (—1)¥ och eftersom k ~— (k + k%)*l
ar avtagande, s& har termerna avtagande absolutbelopp som ocksé gar mot noll.
Dérmed ger Lebniz sats for alternerande serier att serien dr konvergent.



b) Vi anvinder att e¥/2 > k och att |sink| < 1. Detta ger

‘ksink’ < k2,
ek 1=

Serien
o0

Z o—h/2

k=1
ar en konvergent geometrisk serie. Enligt jamforelsetestet sa ar serien
i ksink
ek

k=1

absolutkonvergent och darmed konvergent.

6. a) Viséger att
lim f(z)=A

T——00

om det for varje € > 0 finns ett R < 0 sd att x < R implicerar att
|f(x) — Al <e.

b) Tag e > 0, vi vill da visa att det finns R < 0 sa att om x < R s& har vi
=l <
—| <e.
x4+ 2

Om vi véljer R = —1/+/e ser vi att vi far

sl <zl < %
—_ =< = ==
2+ 21~ 22 R?

Allts& har vi visat att att det finns ett sadant R.

7. Lat f(x) = /100 + . Da har vi f(0) = 10, f(1) = v/101 och

reon 1
f'@) =

1
—— f(z)=—-=(100 —3/2,
o W=t

Taylors sats ger da
1 1

Wi 8(100+t)_3/2

f(1) =10




for nagot ¢t € (0, x). Tar vi absolutbeloppet ger detta

1
8

1 1
10032 = — <« _— .

100 + 1) 73/2 <
(100 +1) = 8000 ~ 1000

| =

1
£(1) =10 - 55| =

Saledes ar

1
\@:f(1)~10+%

en approximation som &r god nog.

. Lat f(z) = (22+4+1)/(x+2) = (224+4-3)/(x+2) = 2—3/(z+2). Da giller a,, = f(an—1).
Vidare ar f véxande och 0 < f(z) <2 f6r x > 0. Vi har a; = f(1/2) = 4/5. Vi visar
nu genom induktion att a,, &r vixande. Antag att a, > a,_1 da foljer att

ant1 = flan) > flan—1) = an

déar vi anvint att f dr vixande. Eftersom a; > ag sa ar foljden a,, vixande. Vidare,
eftersom 0 < f(x) < 2 for > 0 och ag > 0 s ar foljden a, begrdnsad. Da har a,, ett
gransvirde, som vi kallar a. Later vi n — oo far vi da ur relationen a,, = f(a,—1) att
a = f(a) eller utskrivet

 2a+1

 a+2

vilket ger
a’+2a=2a+1

s& att vi far @ = 1. Men eftersom foljden aldrig blir negativ s& maste gransvirdet vara
1. Slutsatsen blir alltsa att a,, — 1.

a) T ex funktionen

b) T ex funktionen f(z) = =.

c) T ex funktionen

fz) =

2 x rationellt
0 x ej rationellt

d) T ex foljden 1,2,3,....



e) T ex foljden (—1)",n=1,2,3,....

10. Vi anvéinder integralkalkylens medelvirdessats. Denna ger att det finns s € [0, 1] och
t €10,10] sa att

1 10
1) = [ sy =1, 1050 = [ f@pis =2
0 0
Séaledes antar funktionen f vérdena 1 och 2/10=1/5. Eftersom f &r kontinuerlig antar
den alla vérden i intervallet [1/5,1], enligt satsen om mellanliggande viarde. Da 1/2
ligger i intervallet har vi visat att det f antar virdet 1/2.



