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1. a) Eftersom cosz gar mot 1 d& x — 0 s& kan vi helt enkelt vélja f(z) = 1. Da
reduceras uttrycket till

lim cosz — 1 = 0.
x—0

b) Vi anvinder foljande Tayloruppskattning kring x = 0.

22
cosx =1— 1 + O(z*).
Detta leder till )
cosr—1= —% + O(zh).
Vi ser da att valet f(z) = —%2 fungerar eftersom vi da far
. cosr—1 —%—i—(’)(w‘l) . 14+ 0(2?)
lim ——— = lim ——————= = lim ——= = 1.
z=0 I z—0 -z z—0 1

2. Med f(x) = z* — \/|]z| s& har vi f'(z) = 423 — %|x\7%sgnx dd z # 0 och f"(z) =
1222 + i|x|_% for « # 0. Kritiska punkter &r da x = +£27%. Vi kan ocksa sluta oss till
attf’>00m—2_$ <:):<000homx>2_g,ochattf’<00m0<x<2_g och om

o < —277. Vidare har vi att f"” >0 for x # 0. Vi ser ocksa att vi har gransviardena

lim f(x) = occ.

r—+o0

Vi tar ocksa fram att f(0) =0, f(£1) = 0 och f(i27%) = —%2*% ~ —0.7. Da vet vi nu
6

att f ar strangt avtagande om((j) <2 <27%ochomx< —277 och stréangt vixande om
—277 <x <0ochomz >2"7. De enda mojliga extrempunkterna ar da i x = £277
vilket méaste vara ett globalt min och i x = 0 dar derivatan ej existerar vilket &r ett
lokalt max. D& gransvéirdet &r +o0o da x — 400 antar f ej nagot max. Alltsd minvirdet
ar f(:|:27g) och maxvérde finns ej. Vi vet dven att f &r konvex for x > 0 och x < 0
fran tecknet pa f” ovan. Vi kan d& skissa upp foljande:
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3. a) Vi anvénder partialintegration och far
! . ! T 1 1 m
/ arcsin xdx = —/ —dz+ [az arcsin x} = [\/ 1— $2} +arcsinl = ——1.
0 0 V1—a? 0 0 2
b) Vi anvéinder partialbraksuppdelning och skriver

1 1 1 1 1

24+ 6zx+8 2z+2 2zx+4

och far darmed

1 11 11 1 jz+2
/m2+6m—|—8 v /<2x+2 2x—|—4> v T




4. Vi har formeln for generell funktiongraf f(x) med intervall [a, b]:

b
Vv :/ 2rxf(z)dx.
I detta fall far vi da

e’} 2 1 e’}
V= / L?)dx = 277[ — 71} = 27 volymenheter.
0 (14222 (1+22)2-0

5. Enligt kvotkriteriet kan vi hitta konvergensradien genom att studera

lim (k+1)In(k+1) ~ lim In (k(1+1/k)) _ lim Ink+1In(1+ 1/k)

kyo0 k1n k kyo0 Ink kyo0 Ink =1

eftersom In(1 + 1/k) — 0. Darfor konvergerar serien tom absolut om |z| < 1 och
divergerar om |z| > 1. Vi testar de olika fallen z = £1 separat.

=1
;klnk

som inte ar konvergent enligt integraltestet for serien eftersom integralen

Om z = 1 far vi serien

* 1 1
/ de ={t=Inz,dt = dz/z} = —dt
2

rzlnzx mo t

inte konvergerar. Alltsa kan inte serien vara konvergent i detta fall.

Om z = —1 far vi serien

o~ (-1
22: kink

som ar konvergent enligt Leibniz test eftersom den ar alternerande och absolutbeloppet
av termerna ar avtagande.

Vi sammanfattar: Serien konvergerar for € [—1,1) och divergerar annars.



6. Med f(z) =1/(4 — x) s& har vi a,, = f(an—1). Funktionen f(z) har derivata f'(z) =

(4—2)72 > 0. Saledes dr f viixande. Vi underséker nu om foljden #r avtagande genom
induktion. Vi ser att

Antag nu att a, < ap—1 forn=1,... k. Da géller

ary1 = flag) < flag—1) = ag.

Saledes giller &ven apy1 < ap och ddrmed dr foljden avtagande. Det foljer da att
an < ag = % och eftersom f(z) > 0 for x < 4 sa géller da att a,, > 0. Alltsa ar foljden
avtagande och begriansad underifran (av 0). Enligt sats sa &r a,, konvergent mot nagot
tal a. Later vi n — oo i

an = f(an—1)
sa far vi )
a = f(a’) = 4 —a
Detta ger
1+a®>—4a=0.

Denna ekvation har 16sningarna a = 2 + /3. Eftersom foljden &r avtagande maste
a < % vilket ger att den sokta roten #r a = 2 — /3. Alltsa, foljden dr konvergent och
konvegerar mot 2 — /3.

a) Vi sdger att f ar deriverbar i x = a om gransvérdet

i £ @ 1) — f(a)
h—0 h

existerar. Gransvérdets virde dr da f’(a).

b) Eftersom f(0) =0 och f'(0) = 6 s& géller med ¢(z) = f(In(1 + z/2)) att ¢(0) =0

oo oa) _1
o r) _ L
limo(e) =l 2 = 500
Eftersom J L1
—In(1 2) =
gz A+ =5
ger kedjeregeln

#(0) = £/(0) s — o
Saledes
lin%) g(x) =3/2.

xT—



8. Det racker att visa att det finns foljder av Gver- och undertrappfunktioner ®,, och ¥,
s& att

1
/ o, — V,dzr — 0,
0

da n — oco. Integralen av f ar da lika med
1
lim O, (z)de.

n—o0 0

Lat n vara ett positivt heltal och 1t z; = k/n for k = 0,...,n. Eftersom f(z) ar
vaxande sa kan vi vilja foljande 6ver- och undertrappfunktioner:

D, () = f(xg) for x € [x_1, Tk
och
U, () = f(zp_1) for x € [z)_1, Tg].
Vi har da

1 n
/0 D, (x)dx = Zf(mk)/n = Z/-{:Q/n3 = én(n +1)(2n+1)/n® > 1/3
= k=1

d& n — oco. Héar har vi anvant formeln som ar given i uppgiften. Pa samma sétt har vi

1 n n n—1
| wat@rte = 3 s fn = Skt = SR = Gn=tn(n-1)+1/nd 173
k=1

k=1 Jj=1

da n — oo. Alltsd har vi visat att funktionen &r integrerbar och att integralens virde
ar lika med 1/3.

9. a) T ex fdljden {(—1)"/n}.

b) T ex foljden 1,2,3,4,...

¢) T ex f(x) =22

d) T ex f(x) = 2%sin(1/x) for  # 0 och 0 for z = 0.
)

e) T ex funktionen y = x.



10.
a)

Eftersom f’(x) # 0 si antas inga extremvérden i (a,b). Antag att f(a) > f(b) (om inte
studera —f). D& dr f(a) max och f(b) min och siledes giller f'(a) < 0 och f/(b) < 0
eftersom f’(z) # 0. Tag ¢ € (a,b). Enligt MVS giller att om det finns = # ¢ sa att
f(c) = f(z) sa finns ett z mellan c och = s& att f'(z) = 0. Eftersom f'(x) # 0 pa [a, b] kan
detta z inte finnas. Séaledes géller speciellt att f(x) # f(c) for alla x € (¢, b]. Eftersom
f(e) > f(b) (d& f antar min i b) far vi da att f(y) < f(c) for alla y € (c, b] enligt satsen
om mellanliggande véirde (annars skulle det finnas ett  som ovan). Déarmed géller att
f'(¢) <0 fran derivatans definition och eftersom f’ aldrig &r noll far vi f’(¢) < 0. Da ¢
ar godtyckligt sa ar vi klara.

Om f’(a) = f'(b) finns det inget att bevisa. Antag att f'(a) > f/(b) (annars studera — f)
och 1at ¢ € (f'(b), f'(a)). Lat g(z) = f(x)—cx och antag att ¢'(x) # 0 pa [a, b]. Enligt a)
géller antingen ¢’ > 0 eller ¢’ < 0. Men ¢'(a) = f'(a) —c > 0> f'(b) — ¢ = ¢'(b). Detta
motséiger att ¢'(z) # 0 pa [a, b]. Alltsd finns minst en punkt z sé att ¢'(2) = f/(z)—c = 0.
Darmed antar f’ virdet c och eftersom ¢ var godtyckligt si ar vi klara.



