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1. a) Med Taylorutveckling har vi
23
arctanx = x — 3 + O(2°).
Gréansvardet blir da

. arctanz — ) —%4—(9(965) . 1 9 1
I B et G RCL)

b) Om vi forlanger med \/22 + 22 + 2% + z far vi uttrycket
z? + a:% -2 -z CL‘%

Va2 + 22 +vValta 22422 +vValtx 14272 +vVItal

Eftersom ndmnaren &r begrédnsad och positiv och téljaren gar mot oo sa blir
gransvardet lika med

1
—x r2 —1

2. Med f(x) = 2* — 22 sa har vi f/(z) = 42% — 22 = 22(222 — 1) och f"(z) = 1222 — 2 =
2(622 — 1). Kritiska punkter &r da # = 0 och z = +1/4/2. Vi kan ocksa sluta oss till
att f/>0om x > 1/y2eller —1/v2 < 2 < 0, och att f/ < 0 om & < —1/v/2 eller
0 < 2 < 1/v/2. Vidare har vi att f/ < 0 om |x| < 1/v/6 eller och f” > 0 om |z| > 1//6.
Vi ser ocksé att vi har gréansvirdena

mEI:Itloo f(.%‘) o



3.

Vi observerar att d& f &r kontinuerlig 6verallt och vixer snabbare dn linjart vid doo
saknar funktionen horisontella, vertikala och sneda asymptoter.

Da vet vi nu att f #r string avtagande till viinster om x = —1/4/2 och pa intervallet
(0,1/4/2) och stringt viixande till hoger om x = 1/4/2 och pa intervallet (—1/v/2,0).
Vi kan di dra slutsatsen att f antar ett lokal min i # = —1/4/2 och ett lokalt max

i x = 0. Eftersom f &r en jaimn funktion antas da ocksa ett lokalt min i z = 1//2.
D& gransvirdet dr +o0o0 da © — 4oo antar f ej nadgot max. De enda mojliga extrem-
punkterna #r da i x = 41/v/2 vilket méste vara globala min. Alltsd minvirdet ar
f(1/v/2) = =1 och maxviirde finns ej. Vi vet dven var f r konkav resp konvex fran
tecknet pa f” ovan.

Vi tar ocksd fram att f(0) =0, f(£1) =0, f(£1/v2) = —% och f(£1/V6) = —2. Vi
kan d& skissa upp foljande:

y=a"—x

= m

a) Vi partialintegrerar och far

1+1
/m—zlnxd:c: _/—x_ll‘_ldw—l—(—x_llnx) _ L4z ‘e

X

b) Vi utfér variabelbytet ¢ = 23 + z och far dt = (322 + 1)dx vilket ger

1 2 2

1 -1

/ (x® + f)ex3+w de = / etdt =& .
0 3 0 3

Lo =



4.

a)

Eftersom e!” > 1 for ¢ € [0,1] vet vi att

et’
-2
t

~+ | =

for t € (0,1]. Vidare vet vi att integralen

1
1
/dt
o ¢

divergerar till co. Pga jamforelse for generaliserade integraler divergerar aven in-

tegralen
1 t?
e
/ .
o t
Eftersom x2 — 1 > 3 for > 2 och | cosz| < 1 sa giller
x2cosx xt
L IR
(2 —1)er| ~ e

for £ > 2. Om vi kan visa att integralen av
o
e

konvergerar sa medfor jamforelse for generaliserade integraler &ven att den efter-
fragade integralen konvergerar. Vi vill nu jimfora denna med funktionen e*/2.
Vi betraktar gransvardet

. oate®
Iim ——— = lim z
T—00 e*x/2 T—00

o 2
/ e 2y = =
2 e

konvergerar. Jamforelse for generaliserade integraler medfor da &ven att integralen

temm/2 — .

Vi vet ocksa att integralen

ar konvergent. Enligt ovan betyder det att den efterfragade integralen konvergerar.



5. Vi ser att ¢/(x) = 22 + 625 > 0 da x € (0,00). Séledes &r g striingt viixande pa [0, 00)
och dérmed inverterbar dér. For att bestimma integralen anvander vi substitutionen

7.

x = h(t) eller t = g(x) vilket ger dt = ¢'(x)dx och déarmed

3 h(3) 1 1 2 6
/ h(t)dt = / zg (z)dx = / (222 + 62%)dx = |22°/3 + 6957/7] =-+4+o-=
1 h 0 0 3 7

M
dér vi anvént att h(1) = 0 och h(3) =1 eftersom ¢(0) = 1 och ¢(1) = 3.

. Vi anvéinder Taylorpolynom av grad 2 for e’ och ¢t < 0:

t? t3
ef=1+t+—-+e"—, se(t0).
2 6
Substitutionen t — —t3 for ¢t € (0,1) ger da
t7 th

te=t =ttty 3~ GSF, s e (—t3,0),

t7
tet — [t —tt+ = ):
e = (=014 5)

for t € (0,1), eftersom da géller e® < 1. Detta ger

1 i t7 1t10 1
tet — [t -4+ — dt‘< _dt = — < 0.03.
‘/0 € ( +2> =), 6 66

vilket medfor
10 £10
S

e—| < —,
61~ 6

Vidare géller

1 7
t 1 1 1
t—tty —)dt=-— -+ —.
/0< +2> 275 16
Detta ger att
1 1+1
2 5 16

ar ett ndrmevérde till integralen med ett fel som &r mindre &n 0.03.

32

21°

a) Viser att serien ér alternerande pga faktorn (—1)* och eftersom k ~ 1/In k &r avta-
gande, sa har termerna avtagande absolutbelopp som ocksa gar mot noll. Darmed

ger Leibniz sats for alternerande serier att serien dr konvergent.



b) Vi anvénder att |sink| < 1. Detta ger

. 2 2
‘smk—l—k ‘S 1+k _

2k 2k af.

Kvotkriteriet for serien som bestar av ax ger

_>

ap1  (L+(R+D2)28 14+ (k+1)%1
ar (14 Kk2)26+1 14 (k2) 2

1
=

Saledes ar serien
D

1+ k2
Z ok

1

absolutkonvergent och enligt jamforelsesatsen for serien sa &ar dven serien

o0

sink + k2
Z 2k
1

absolutkonvergent och darmed konvergent.
a) Vi séger att
lim f(x)=A

T—r00
om det for varje € > 0 finns ett R > 0 sa att > R implicerar att
|f(z) — Al <e.
b) Tag e > 0, vi vill d& visa att det finns R > 0 s& att om x > R si har vi

arctan x

< €.
x? ‘

Detta eftersom A = 0 i definitionen i detta fall. Om vi véljer R = (7r/(25))i vilket
innebir att R* = 7/(2¢) ser vi att vi far

arctan x w/2] /2
e 1< S

74

for alla z > (7r/(2£))i, dar vi anvént att |arctan x| < 7/2. Alltsa har vi visat att
att det finns ett sadant R.

a) Tex folijden 1 — k1 k=1,2,3,...

b) T ex funktionen
2 2e(0,1/2),
fl) = {—2 ze[1/2,1).



¢) T ex funktionen f(x) =
d) T ex funktionen f(z) =

e) T ex funktionen

/x.

1
1/x.

10. Infor funktionen

glx)y=e" /: f)ydt, =z el0,1]

Dé géller att g ar kontinuerligt deriverbar och att g(0) = ¢g(1) = 0. Enligt medelvardessat-
sen (eller enklare Rolles sats) finns det da ¢ € (0,1) s& att ¢’(¢) = 0. Detta innebér

e /0 @) dt+ e f(c) = 0

sa att .
c) = d
f(e) /0 f(t) dt,

vilket var det vi ville visa.



