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Skrivtid: 8-13. Inga hjdlpmedel. Losningarna skall atféljas av forklarande text/figurer. Tentand
som d&r godkdnd p& duggan under kursen ska ej rdkna problem 1. Varje problem ger hégst 5
poéng. For betyget 3 krdvs minst 18p, for 4 eller 5 minst 25, resp 32p.

1.

2.

Visa att ytorna z = 16 — x> — y* och 63z = x* + y* skiir varandra under rit vinkel.

Undersok om funktionen f(x,y) = ¥ + cos(x + y) har ett lokalt extremvérde i origo och
ange i s fall dess karaktér.

Lat f vara en tva ganger kontinuerligt deriverbar funktion pa R. Antag att funktionen z =

f (x* + y) uppfyller
Zxx —2XZxy+ (x2 +y)z=0.

Bestdm funktionen f.

Berdkna dubbelintegralerna

o ff%lﬂﬂdxdy dar D={(x,y): X’ +y* <1, y<x}.
D

b) ff(x +2y)dxdy  dar D dr kvadraten med hérn i (3,0), (6,3), (3,6) och (0,3).
D

En rymdkurva ges av parameterekvationerna

2
x=t y=t, =§t3/2.

2
Bestdm ekvationen for det plan som gér genom punkten (1,1, §) pa kurvan och som spanns

upp av tangenten och huvudnormalen till kurvan i denna punkt (det s.k. oskulerande pla-
net).
2

Berikna volymen av det omrade i z = 0 som begrinsas av de bada ytorna z* = x* + y* och

z=2—x* - y*. Ange dven "tyngdpunktens” koordinater for detta omrade.

Bestdm det storsta resp. minsta viardet som funktionen f(x,y,z) = xz+2yz kan anta om
x*+y*+2z°=700ch x+2y+3z=0.

Lat f(x,1,2) = xy + yz+2x°z* och g(x, y,2) = x> + yz°.
a) Bestdm tangentplaneti (1,—1,1) till ytan f(x,y,z) =0.
b) Visa atti en omgivning till (1,—1,1) definieras, genom ekvationerna f(x, y,z) = 0 och
g(x,y,z) =0, y och z som entydiga, kontinuerligt deriverbara funktioner av x. Bestam
dven tangenten till skdrningen mellan ytorna f =0och g=01(1,-1,1).
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Losning till problem 1. Skdrningskurvan mellan ytorna bestdms

z63z=16—z¢z=—,x2+y2=—.

z=16—(x*+y?) 1 63
63z=x>+y* 4 4

Vinkeln mellan ytorna bestdms genom vinkeln mellan ytornas normaler (f&s med hjilp av gra-
dientvektorn)

N1 =V + 1% +2) = (2x,2y,1)
Ny = V(x? + y* - 632) = (2x,2y,—63)

vilket ger N; e N, = 4x* +4y* — 63 = 0 pa hela skirningskurvan. Ytorna skir saledes varandra
under rat vinkel.

Losning till problem 2. Derivering av funktionen ger
fre(x,y) = ye¥ —sin(x+ y)= f(0,0)=0 och
fy(x,y) = xe*¥ —sin(x + y)= f,(0,0) = 0.
Punkten (0,0) ar saledes en kritisk punkt. Vi far andra derivatorna
fex(x, ) = y*e*Y —cos(x + y) = fyx(0,0)=-1,

foyx,y) = eV +xye™ —cos(x+ y)= fxy(0,0)=0 och
fyy(x,y) = x*eY —cos(x +y) = £,,(0,0)=-1.

Den kvadratiska formen i (0, 0) blir nu
Q(h, k) = frx(0,0)h” +2 (0,0 hk + f,(0,00k* = —h* — k?

vilken dr negativt definit, dvs (0, 0) 4r ett lokalt maximum.

En alternativ 16sning fis genom att anvinda MacLaurinutvecklingar av e’ och cos ¢ pa féljande
satt:

2.2 2
a4 +...+1—(x+y)

2! 2!

f,yy=e? +cos(x+y)=1+xy+

(x+y)?

=2+xy-— +...:2—%(x2+y2)+...

dér ... innehaller termer av grad hogre dn 2. Vi ser att derivatorna i origo ar 0 (inga x- eller
y-termer) och den kvadratiska formen i (0,0) 4r —(x? + y%)/2 vilket 4r negativt definit.

Losning till problem 3. Kedjeregeln pa funktionen z = f(x? + y) ger
Ze= [P +y)2x,  zu= [P+ ) AP+ P42, oz =[P +y) 12k
Detta ger insatt i den givna differentialekvationen

4x* '+ +2f Py —2x2xf P+ P+ P+ FEP+y) =0=>
2P+ )+ P+ +y) =0



Om vi siitter £ = x° + y sa far vi differentialekvationen 2 f "+t f (1) =0. Detta dr en linjar diffe-
rentialekvation och 16sningen fés (t.ex. med integrerande faktor) som

d

E(et2/4f(t)) _ et2/4(tf(t)/2+f'(t)) ~0

vilket ger e”/4 f(£) = C eller f(#) = Ce"'* dir C dr en reell konstant.

Losning till problem 4. Vi byter till poldra koordinater

a) Integrationsomrédet ses i vidstadende figur. Vi far integralen

=ff ricosOl .. a0 /
1472
D*

diar D* ={(r,0): 0<r <1, —37m/4 <6 < 7/4}. Itererad integration ger nu @l
1 r2 /4
I:f—dr f |cosB|do
1+
—-3n/4
1 —-m/2 /4
[ dr f (—cos0)do + f COSBdH)
1+2
0 —-3m/4 —1/2

—-m/2

r— arctanr] ([—sm@] [sin@

=35 o)

b) Integrationsomradet ses i figuren. Sidolinjernas ekvationer be-
stams med hjédlp av hérnpunkterna och syns ocksé i figuren. Vi
gor variabelbytet

vilket ger

v=x-Yy _

1
{u:x+y x=§(u+v)
y—E(u—v).

Detta ger ett omradde D* = {(u,v): 3<u <9, -3 < v < 3}. Vidare
blir

och dxdy=1l15 172

1
xX+2y= §(u+ v)+(u—-v)=

1
‘1/2 172 ’ dudv=§dudv

Detta ger integralen

3 1
f/ u-v —d dv=- ff?;ududv (vudda, D* symmetriskt i v-led)

[ [ ] =§(81—9)(3+3):162,

Losning till problem 5. Viharr(f) = (¢, ¢, 2t3/2/3). Viser attr(1) = (1,1,2/3). En tangentvektor i
denna punktkan fas med ¥'(1) = (1,1, £'/?)|,=1 = (1,1,1). Vidare ligger ¥’ (1) = (0,0, £ */2/2)|,=; =



(0,0,1/2) i det plan som genereras av tangent och huvudnormal i punkten r(1) = (1,1,2/3). Det
sokta planets normal dr sdledes parallell med binormalen i punkten dvs, med

k
1
1/2

O = e

—1(1 1,0)
_2 ’ ’

O = e

Det sokta planets ekvation fas nu som

(1,-1,0)e (x-1,y-1,z-2/3)=(x-1)-(y-1)=0=>x—-y=0.

Losning till problem 6. Skirningskurvan mellan paraboloiden z = 2 — x* — y? och konen z* =

x*+y* uppfyller z = 2—z* vilket ger z = 1 (roten z = —2 ligger inte i z = 0). Detta ger att x*+y* = 1
pé skédrningen. Vi kan nu skriva den sékta volymen som

V= ff (z_xz_yz_\/xz"'yz)dXdJ’ (poldra koord.)

x2+y?<1
2n 1 r4 r3 X
=ff(2—r2—r)rdrd0=fd0f(2r—r3—r2)dr:2n 2o —
4 310
D
2n(1—1—l) L2-3-4)=
- 4 3/ 12
Av symmetriskél ligger tyngdpunkten i (0,0, z7) dér (K &r det givna omrédet)

1
zr=— | zdV
r vf
K

Om vi sitter z; = \/ X2 + y2 och z, = 2 — x* — y? (fér x* + y* < 1) s& blir

I[de— ff dxdyfzdz— ff [ dxdy

x2+y2<1 x2+y?<1
2n
ff 2-x*—y?)? - (x? +y))dxdy— frdrf 2-r? d@
x2+y2<1 0 0

1 1
L Pt t=r’ -2 [ e-o __ﬂ_f“
2 f((Z ) r)rdr[dt=2rdr - ((2 0= dt_ [ ]0

0

2 2
_n( 11 8)_n —2-3+16 1l

0

2\"37 273) "2 6 12
6 11z 11
Séledes blir zr = — - —— = —.
57 12 10

Losning till problem 7. Sitt g(x, y,z) = x* + y* + z° och h(x, ,z) = x + 2y + 3z. Villkoren g = 70
och h =0 betyder geometriskt en sfir och en cirkel. Skdrningen mellan sfaren och planet dr en
cirkel, dvs en sluten begrdnsad mangd. Funktionen f &r kontinuerlig och séledes antar f bade
ett stérsta och ett minsta védrde pa cirkeln. For att bestimma de punkter dér detta intraffar har
vivillkoret V f, Vg, Vh dr linjart beroende, dvs

-2 +
1

z 2z Xx+2y z 0 x+2y

2x 2y 2z =(2x 2y—-4x 2z =2(y—-2x)B8z—x-2y) =
1 2 3 1 0 3




Tillsammans med bivillkoren har vi ekvationssystemet

(y-2x)Bz—x-2y) = 0
P+ +22 = 70
xX+2y+3z = 0
Fall1: y =2x ger
5x2+2° = 70 25x? 70x?
rore =>5x°+—=70=> —— =70=>x=+3
5x+3z = 0 9 9

Detta ger punkterna (3,6, —5) och (-3,—-6,5) och f = -75.

Fall 2: x + 2y = 3z ger i den tredje ekvationen 6z = 0 dvs z = 0. Nu ger x = -2y i den andra
ekvationen 5y = 70 = y = +V14 och x = F2V/14. Hir blir f = 0 (eftersom z = 0). Vi ser att
storsta virdet dr 0 och minsta virdet ar —75.

Losning till problem 8. a) Forst konstaterar vi att f(1,—-1,1) =0. Vifinnernu att Vf(1,-1,1) =
(y+4x2%,x+2,y+4x%2)1,-1,1) = (3,2,3) vilket ger tangentplanets ekvation

(3,2,3)e(x-1,y+1,z-1)=0=>3x+2y+3z=4.

b) Det géller att f(1,—1,1) =0 och g(1,—1,1) = 0. Bdde f och g &r ocksa kontinuerligt deri-
verbara. For att samtidigt kunna 16sa ut y = y(x) och z = z(x) som funktioner av x i omgivning
av x = 1sd att y(1) = —1 och z(1) = 1 riacker det enligt implicita funktionssatsen att funktional-

d(f,
determinanten (&) #0ipunkten (1,-1,1).
d(y, z)
a(f, 2
(fg)(l,—l,l): f f _ x+2z y+4x°z =‘2 3‘=_7¢0
d(y, 2) 8y 8zlg -1 z 2yz g an 72

Tangentriktningen pé skdrningskurvan kan nu fas som kryssprodukten av ytnormalerna till de
bédda ytorna, dvs

i j k
T=Vf(1,-1,1)xVg(l,-1,)=3 2 3 |=(=7,15,-3)
31 -2

Ekvationen for tangenten blir (x, y,z) = (1,-1,1) + t(-7,15,-3).



