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Skrivtid: 8-13. Inga hjdlpmedel. Losningarna skall atfoljas av forklarande text/figurer.
Varje problem ger hégst 5 poédng. For betyget 3 krdvs minst 18p, for 4 minst 25p och for 5
minst 32p. Den som dr godkidnd pd duggan 090217 ska ej rdkna problem 1.

1. Bestam de punkter pa ytan x> — xy* — 3x — z° = 1 dér dess tangentplan &r vinkelratt
mot z-axeln.

2. Bestam alla 16sningar av formen f(x,y) = g(x* — y) (ddr g ar en funktion av en reell
variabel) till differentialekvationen

2fy + frx + xfxy = 0.
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3. Bestdm de stationdra punkterna till funktionen f(x,y) = x*> — xy + y* + 3y och ange

deras karaktar.

4. Berdkna integralen / / x3ydxdy om D ar omréadet i den positiva kvadranten som
D

begrinsas av x-axeln, y-axeln och parabeln x + 1> = 3.

5. Bestiam storsta och minsta vérdet av funktionen x + 1 +zom x* + y*> = 2och x +z = 1.

6. Lat D vara omradet i konen {(x,y,z): /x> +y?> < z < 1}. Berdkna integralen

/ / /D (1 /22 +2) dudydz.

7. Berdkna kurvintegralen / 2xe¥ dx + (x*e? + xy*) dy om C ar halvcirkelbagen i 6vre
C
halvplanet frén (1,0) till (—1,0).

8. Om a < 1 sa har ekvationen x°> — 3ax + 2 = 0 endast en reell 16sning. Denna kan
betraktas som en funktion av a och betecknas x(a). Motivera varfor denna funktion
ar deriverbar och bestam x'(0).



Losningar till problemen

Losning till problem 1: For att tangentplanet ska vara vinkelrdtt mot z-axeln maste ytans
normal (given som gradientvektorn) vara parallell med (0,0,1), dvs

V(x® —xy? —3x — 2%) = (3x* — y* — 3, —2xy, —32z%) = A(0,0,1).

Detta ger ekvationssystemet

3x2—y* -3 = 0
2xy = 0
—3z22 = A

Den andra av ekvationerna ger tva fall
Fall 1: x = 0, vilket insatt i den forsta ekvationen ger > + 3 = 0 och den har inga reella
16sningar.

Fall 2: y = 0. Har ger den forsta ekvationen x* — 1 = 0 dvs x = +1. Inséttning av (x,y) =
(1,0) i ytans ekvation ger z = —v/3, och (x,y) = (—1,0) ger z = 1. Det finns siledes tva

punkter pa ytan dir tangentplanet 4r vinkelritt mot z-axeln, nimligen (1,0, —v/3) och
(—1,0,1).

Losning till problem 2: Kedjeregeln ger
feuy) =8 (P —y)-2x  fulry) =g¢"(¥*—y)- 2x)*+¢' (x> —y) -2
fy) =g (P —y) - (1) fulxy) =g"(x*—y)- (1) (2x)
Insdttning i den givna differentialekvationen ger nu
—2¢" +4x?¢" +2¢' —2:%¢" =0 = 2x%¢"(x¥*—y) =0 forallax,y.

Séledes méste ¢” () = 0 vilket kan integreras till ¢(t) = A + Bt dir A och B dr konstanter.
Detta ger att f(x,y) = A+ B(x* —y).

Losning till problem 3: De stationdra punkterna fds ur ekvationssystemet

fr=2x—y=0 N x=—1

fy=—-x+2y+3=0 y=-2
Den enda stationdra punkten &r alltsa (—1, —2). Andraderivatorna till f &r fxx = 2, fxy =
—1, fyy = 2 och den kvadratiska formen i (—1, —2) blir

_ 97,2 2 _ _k2 3.0
Q =21 —2hk+ 2k =2((h - )"+ 1)

vilken &r positivt definit. Den stationédra punkten &r ett lokalt minimum.



Losning till problem 4: Integrationsomradet syns i fi-
guren. Vi berdknar integralen med itererad integration
enligt y=Vv3—x
Sydvdy = [ dx [ Pyd
x’ydxdy = x x
J[ Fydxdy = [ax [T Pyay
3 [ 43,27V3 X
:/ |:x Y :| dx t f t
o [ 2 Jo 3
103, 13t 257 351 1 35 243
= [, PG-xdr=; [4‘5}0— 2G5 =5 w0

Losning till problem 5: Vi sitter f(x,y,z) = x +vy +z, g(x,v,z) = x> +y* — 2 och
h(x,y,z) = x +z — 1. Problemet géller att bestimma storsta och minsta virde av f under
bivillkoren ¢ = 0 och i = 0. Villkoret som bestimmer de punkter dér detta intraffar &r att
V£, Vg, Vh ir linjart beroende, dvs determinanten

1 1 1 + 0 1 0
2x 2y O ] =12x 2y 0] =-2x=0
1 0 1 -1 1 0 1

x = 0 ger tillsammans med bivillkoren att z = 1 och y = ++/2. Vi far tva punkter (0, v/2,1)
och (0, —V/2,1). Dessa ger

£(0,v/2,1) =1+v2 och f(0,—v2,1) =1—-V2.
Det forsta vardet dr det storsta vardet till f och det andra det minsta vardet.

Losning till problem 6: Integrationsomradet &r det
inre av konen i figuren. Vi kan berdkna integralen
med itererad integration.

I= 14 /%2 + y?) dxdyd

///D( + /%% + y?) dxdydz
1

://xz+y2g1 (14 /2 + 42) dxdy — N

N L e S L AT

- / / ) (1—x*—y*)dxdy (poldra koordinater)
JJxr+y2<1

27 1 2 471
— _ 2 — r_rp_n
—/0 dG/O (1 —r)rdr 27'[[2 4}0 >

Vi kan ocksd berdkna integralen pa foljande sétt:

1 .
I= /0 dz //x2+y2§z2 (1+4/x2+y?)dxdy (poldrakoordinater i x, y)

1 21 z 1742 3717
:/ dz/ dG/(l—i—r)rdr:Zn/ [—F} dz
0 0 0 0 |2 310
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Losning till problem 7: Vi sétter P(x,y) = 2xe’ och
Q(x,y) = x%¢¥ + xy*. Nublir Q, — P, = 2xe¥ +y* — 2xe¥ = C
yz. Vi gor en sluten kurva C + L genom att addera linjestyc-
ket L. Det inre av C + L 4r en halvcirkel D. Vi anviander nu
Greens formel for att berdkna

/C Pdx+Qdy = / de+Qdy+/de+Qdy
+L
= / / Py)dxdy = / / y?dxdy (poldra koordinater)

. / 10 / 2 sin2 0 rdrd — / sin29[r4/4} 40 = - / sin2 0 do
0 0 0 0 4 Jo

T 3 T
:1/ 1 cosZGdezl e_stG :E_
4 Jo 2 0 8

8 2

Vi berdknar ocksa / genom att parametrisera Lsom x = t, y = 0 ddr —1 <t < 1. Detta
L

ger
1
— [ 2teldr =[], =0
L=, 21
7T

Séledesblir/ :// _/ _r
C D L

Losning till problem 8: Vi sitter f(x,a) = x> — 3ax + 2. For a = 0 har ekvationen f(x,a) =
0 roten x = —+v/2. Vidare har f kontinuerliga derivator med avseende pé bade x och a. Vi
ser ocksd att

fe(x,a) = 3x% —3a och det foljer att  fi(x,0) =3x> #0 for x = —v/2.

Implicita funktionssatsen ger att vi ur ekvationen f(x,a) = 0 kan 16sa ut x = x(a) som
en entydig och deriverbar funktion i omgivning av (x,a) = (—v/2,0) och sidan att
x(0) = —v/2. Genom implicit derivering far vi

3(x(a))*x'(a) — 3x(a) — 3ax'(a) =0 eller fora = 0
3(x(0))%x’(0) — 3x(0) = 0

vilket ger att
1

0= 1)
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