
Rättningsförslag: 

a: 3p:  
1p: bytet till polära koordinater,  
1p: korrekt uträkning med rätta trigonometriska formler, 
1p: slutsats (instängningsprincipen eller argument  
som “produkt av en funktion med gränsvärde noll  
i en viss punkt och en begränsad funktion har  
gränsvärde noll i denna punkt”). 

b: 2p: 
1p: ett bra val av två riktningar som ger olika värden, 
1p: korrekt uträkning+slutsats.UPPSALA UNIVERSITET
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Skrivtid: 8:00–13:00. Tillåtna hjälpmedel: skrivdon. Det maximala poängtalet för varje

uppgift är 5 poäng. För betygen 3, 4, 5 krävs minst 18, 25 resp. 32 poäng. Alla svar ska

motiveras med lämpliga beräkningar eller med en hänvisning till lämplig teori. Skriv din

tentakod på varje ark.

1. Visa att:

a) följande gränsvärde är lika med 0:

lim
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b) följande gränsvärde inte existerar:
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.

Deluppgiften a) ger maximalt 3 poäng, deluppgiften b): 2 poäng. För att få full poäng,
bör man motivera noga.

2. Bestäm alla C

1 funktioner f(x, y) som uppfyller den partiella differentialekvationen

@f

@x

� 3
@f

@y

= x, (x, y) 2 R2

och villkoret f(0, y) = e

y för alla y 2 R, genom att införa de nya variablerna
⇢
u = 3x+ y

v = x.

3. Bestäm största och minsta värdena för funktionen f(x, y, z) =
p
xyz

2 i området D där

D = {(x, y, z); x � 0, y � 0, z � 0, x+ y + z = 1}.

(Ett svar i produktform duger, man behöver inte multiplicera faktorerna.)

–Var god vänd–



Rättningsförslag: 

2p: kedjeregeln rätt tillämpad, 

1p: ekvation i de nya variablerna, 

1p: lösning av differentialekvationen, 

1p: villkoret => korrekt lösning.UPPSALA UNIVERSITET
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Deluppgiften a) ger maximalt 3 poäng, deluppgiften b): 2 poäng. För att få full poäng,
bör man motivera noga.

2. Bestäm alla C

1 funktioner f(x, y) som uppfyller den partiella differentialekvationen

@f
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� 3
@f
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= x, (x, y) 2 R2

och villkoret f(0, y) = e

y för alla y 2 R, genom att införa de nya variablerna
⇢
u = 3x+ y

v = x.

3. Bestäm största och minsta värdena för funktionen f(x, y, z) =
p
xyz

2 i området D där

D = {(x, y, z); x � 0, y � 0, z � 0, x+ y + z = 1}.

(Ett svar i produktform duger, man behöver inte multiplicera faktorerna.)

–Var god vänd–



Rättningsförslag: 

1p: minimum, 

1p: rätt ansats till Lagranges metod, antingen med 
lambda parameter eller med parallella gradienter 
(proportionella komponenter), 

2p: korrekt genomförande av Lagranges metod: 
lösning av ekvationssystemet på komponenterna 
plus insättning i villkoret g(x,y,z) = 0; och separat  
hantering av variabler lika med noll (om någon 
inte gör det sistnämnda, men gör resten rätt, 
föreslår jag att ge ett minus, inget poängavdrag), 

1p: rätt svar. 

+: om någon påpekar att både min och max i D 
existerar eftersom området är kompakt (ev. slutet 
och begränsat) och funktionen kontinuerlig. Fast 
inget måste: räknar man ut (motiverar) min och max, 
är det lika bra.
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Deluppgiften a) ger maximalt 3 poäng, deluppgiften b): 2 poäng. För att få full poäng,
bör man motivera noga.

2. Bestäm alla C

1 funktioner f(x, y) som uppfyller den partiella differentialekvationen

@f
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� 3
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= x, (x, y) 2 R2

och villkoret f(0, y) = e

y för alla y 2 R, genom att införa de nya variablerna
⇢
u = 3x+ y

v = x.

3. Bestäm största och minsta värdena för funktionen f(x, y, z) =
p
xyz

2 i området D där

D = {(x, y, z); x � 0, y � 0, z � 0, x+ y + z = 1}.

(Ett svar i produktform duger, man behöver inte multiplicera faktorerna.)

–Var god vänd–



Rättningsförslag: 

1p: byte till polära koordinater, både integralen och 
integreringsområdet, 

1p: en bra bit på väg med beräkningen av integralen 
och rätt hantering av trigonometrin, 

1p: integralen med rationell funktion rätt hanterat, 

1p: den trigonometriska delen av integralen rätt 
hanterat, 

1p: rätt svar.

4. Beräkna
ZZ
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2
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2  1}.

5. Bestäm flödet av vektorfältet
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✓
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ut genom cylinderns C sidoyta (mantelyta), dvs den ytan vars normalvektor pekar bort från
z-axeln.

C : x

2 + y

2 = 2, �2  z  2.

Figure 1: Bara den gråa ytan (uppgift 5).

6. Undersök och motivera med lämpliga beräkningar vilka av följande vektorfält som är
konservativa, och bestäm i förekommande fall en potentialfunktion.

a) F(x, y) = (y � 2x, x� 1)

b) F(x, y) = (2x� y, x+ 1).

–Var god vänd–



Rättningsförslag: 

1p: framtagning av en normalvektor på något sätt, 

1p: rätt formel för beräkning av flödet, 

2p: skalärprodukt och integralen korrekt, fast 
möjligen med något litet fel, 

1p: rätt svar.
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ZZ

D

(x+ y)2

1 + x

2 + y

2
dxdy där D = {(x, y); x2 + y

2  1}.

5. Bestäm flödet av vektorfältet

F =

✓
x

x

2 + y

2
,

y

x

2 + y

2
,

z

x

2 + y

2

◆

ut genom cylinderns C sidoyta (mantelyta), dvs den ytan vars normalvektor pekar bort från
z-axeln.

C : x

2 + y

2 = 2, �2  z  2.

Figure 1: Bara den gråa ytan (uppgift 5).

6. Undersök och motivera med lämpliga beräkningar vilka av följande vektorfält som är
konservativa, och bestäm i förekommande fall en potentialfunktion.

a) F(x, y) = (y � 2x, x� 1)

b) F(x, y) = (2x� y, x+ 1).

–Var god vänd–



Rättningsförslag: 

a: totalt max 4p: 
1p: kollar det nödvändiga villkoret, 
1p: ställer upp ekvationerna för potentialfunktioner, 
1p: någon bra slutsats om funktionernas utseende, 
genom integrering av en av ekvationerna, 
1p: rätt slutsats med användning av den andra ekv. 

b: 1p

4. Beräkna
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ut genom cylinderns C sidoyta (mantelyta), dvs den ytan vars normalvektor pekar bort från
z-axeln.

C : x

2 + y

2 = 2, �2  z  2.

Figure 1: Bara den gråa ytan (uppgift 5).

6. Undersök och motivera med lämpliga beräkningar vilka av följande vektorfält som är
konservativa, och bestäm i förekommande fall en potentialfunktion.

a) F(x, y) = (y � 2x, x� 1)

b) F(x, y) = (2x� y, x+ 1).

–Var god vänd–



Rättningsförslag: 

a: max 2p 
1p: korrekt insättning av alla element i formeln, 
1p: integralen rätt beräknad (ett minus vid ett riktigt 
litet räknefel). 

b: max 3p 
1p: korrekt framtagning av alla element som ska med 
i Greens formel och rätt användning av satsen, 
1p: dubbelintegralen korrekt uppställd, med korrekt 
integreringsordning (OBS: D är också x-enkel och 
integreingen åt andra hållet fungerar lika fint!), 
1p: korrekt uträkning av den itererade integralen.

7. Låt � = �1 + �2 (se bilden) där

• �1 ges av r = r(x) = (x, x2) för x från �1 till 1,

• �2 ges av r = r(x) = (x, 1) för x från 1 till �1.

Figure 2: Kurvan � (uppgift 7).

Låt F = y

2i+ x

2j. Beräkna
R
�F·dr på två sätt:

a) m.h.a. en direkt uträkning (2p)

b) m.h.a. Greens formel (3p).

8. (OBS: bara ett av följande problem ska lösas, beroende på spår som du har följt)

(i) (spår ODE-1MA016) Bestäm alla lösningar till systemet av differentialekvationer:
8
><

>:
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dt

= x+ 1729y

dy

dt

= y

(ii) (spår TOP-1MA183) Låt

f
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och g
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x
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för n = 1, 2, . . . och för x 2 R. Visa att både funktionsföljder konvergerar mot samma
gränsfunktion och att:

a) funktionsföljden f

n

inte konvergerar likformigt,
b) funktionsföljden g

n

konvergerar likformigt.

Lycka till!



Rättningsförslag: 

1p: omskrivning av systemet till matrisform, 

1p: uppställning och lösning av den karakteristiska 
ekvationen, 

1p: exponentialmatrisen rätt, 

1p: rätt tolkning av detta exponentialmatrisen  
innehåller, 

1p: rätt svar.

7. Låt � = �1 + �2 (se bilden) där

• �1 ges av r = r(x) = (x, x2) för x från �1 till 1,

• �2 ges av r = r(x) = (x, 1) för x från 1 till �1.

Figure 2: Kurvan � (uppgift 7).
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b) m.h.a. Greens formel (3p).
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för n = 1, 2, . . . och för x 2 R. Visa att både funktionsföljder konvergerar mot samma
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konvergerar likformigt.

Lycka till!



Rättningsförslag: 

2p: punktvis konvergens rätt för fn och gn, 

3p: resten är svår att beskriva, eftersom det 
finns olika sätt på vilka man kan hantera 
frågan om likformig konvergens: m.h.a. 
epsilon-definitionen eller m.h.a. avståndet 
mellan funktioner. Bedömer man avståndet 
från funktionerna i följden till gränsfunktionen 
m.h.a. funktionernas graf, kan man också få  
full poäng om man visar att man förstår att det  
är supremum-avståndet som är avgörande. 
Användning av derivator är lika bra som 
uppskattning av funktionernas max och min 
m.h.a. olikheter. Båda sätten är bra om man 
bara ställer rätt fråga (hur mycket funktionerna 
skiljer sig från gränsfunktionen).
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Figure 2: Kurvan � (uppgift 7).
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