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Losningar

1. Slumpvariabeln X kan anta vérdena 0, 1,2, 3 med sannolikheterna 1 — 66, 6, 20 och
36. Man har observationerna 3,0,1,2,3,2,2, 3. (5p)

(a) Berdkna momentskattningen av 6. (1p)
Léosning: Vintevardet ar
m(f) = E(X)=0x%(1—-660)+1%60+2x(20)+ 3« (30) = 146.

Det observerade medelvirdet T = 2 ger att vi ska l6sa 140 = 2, sd vi far
momentskattningen 6* = 1/7 ~ 0.143.

(b) Berikna minsta kvadratskattningen av 6. (2p)

Lésning: Svaret blir som i (a) eftersom 6 dr endimensionell, se boken s.286. Vi
kan dven fa detta genom att minimera

dar derivatorna ar

Q'(0) = —28 (w; — 140) = —28n(T — 146),
=1
Q"(0) = 28 * 14n > 0,

vilket ger ett minimum i # = z/14 =1/7.

(¢) Berdkna maximum likelihoodskattningen av 6. (2p)
Léosning: Vi observerar en nolla, en etta tre tvaor och tre treor, s& likelihooden
ar

L(0) = (1 —60)' x 0 x(20)3 % (30)% = C1(1 — 66)6",

dér Cy ar en konstant. Detta ger log likelihooden (foér en annan konstant Cs)
1) =InL(#) =Cy+1In(1 —66) + 7Ind,

med derivator

rgy 0 7
Fo) = 1— 66 + 0’
36 7
l,/ 0 = —
(©) (1—660)2 62

Losningen till /(f) = 0 ar 0 = 7/48 &~ 0.146. Detta &r ML-skattningen eftersom
vi alltid har att 1”(0) < 0, som ger maximum.



2. Man har ett slumpméssigt stickprov x1, x2, ..., z4 fran en slumpvariabel X med vénte-

virde p och varians o

2 samt ett slumpmissigt stickprov yi, s, ..., yg fran en slump-

variabel Y med vintevirde 2y och varians 402. Vi antar vidare att X och Y &r
oberoende. (5p)

Man vill skatta p, och tva skattningar &r foreslagna:

(a)

. 24y, T+
Visa att bada skattningarna &ér vintevirdesriktiga. (1p)
Léosning: Motsvarande estimatorer ar
1— 1— 1— 1—
H1 9 + 4 ) Ha 3 + 3
Av rdknelagarna for vintevirdet foljer att
E(uf) = sEX) + ~E(V) = s+ 220 =
1 — 1 1 1
E(puy) =-E(X)+ -E(Y) == —2u =
(p2) = 3E(X) + 3EY) = gu+32n=p,

s& bada ar vintevirdesriktiga.
Vilken skattning ar effektivast? (2p)

Lésning: Riaknelagarna for varians ger
10N\? 11N> . 10% 140> 3
o N X - V)= - — 52
v =(3) v+ (3) VO =15 455 = o

\ 10N\? N’ . 102 1402 3
vos) = (3) Y0+ (5) VO =5 5 = g

s& p5 har minst varians, och &r darfor effektivast.

Finns det nagon effektivare skattning pa formen aZ + by? Motivera ditt svar!
(2p)

Lésning: Med rékningar som ovan fas
E(aX +bY) = ap + b* 2u,

som &r lika med g om a4+ 2b =1, d.v.s. om a = 1 — 2b. Vi har vidare att

2

2
= (1-20T + 2T = g(b)o?,

402
b2
4 2

o2
X +0bY) =
V(a+)a4 S
dar

4{ (1—2b) +2b2}— (1—4b+ 6b°).

Vi séker minimum {6r g(b). Derivering ger

1

g'(b) = Z(_4 + 120)

och ¢”(b) = 3. Vi ser att ¢/(b) = 0 for b = 1/3 och att detta ger ett minimum
eftersom ¢”(b) > 0. Detta ger oss att a = 1/3, och den optimala skattningen ar
alltsa .



3. Som en f6ljd av den s.k. "Icings lag” kan tiden i dygn (maste ej vara ett heltal) efter
den sista november fram till dess att isen ligger sig pa sjon Fyrhérningen med god
approximation betraktas som en slumpvariabel X med fordelningsfunktion

02
Fla)=1-exp <_10000> ’

dar x > 0, och annars ar F(z) = 0. Parametern # &r okind. (5p)

(a)

Langfardsskridskodkaren Léffe tror att 8 = 9. En vinter lagger sig isen 60 dagar
efter den sista november. Hjdlp Laffe att avgdra om det &r rimligt att 0 = 9
genom att testa en ldmplig hypotes. Anvind signifikansnivan 5%. (2p)

Lésning: Fragan rymmer ingen misstanke om att 0 skulle vara stérre eller mindre
an 9. Dérfor dr det naturligast med ett tvasidigt test, alltsa ett test av Hp: 0 = 9
mot alternativet Hy: 6 # 9. Under Hy ar halva P-virdet lika med

9 % 602
10000

P(X > 60) =1— F(60) = exp (— ) ~ 0.0392.

Dérmed ar P-virdet 2 % 0.0392 = 0.078 > 0.05, s& vi kan inte forkasta Hy.
Vilken styrka har testet i (a) for 6 = 27 (3p)

Lésning: Det kritiska omradet &r pa formen C = {z < K1} U {z > Ky} dar
P(X < K;) =0.025 = P(X > K») utrdknat under Hp. For att bestimma Ko
ska vi 16sa

9K?2
025 = P(X > Ky) = — 2
0.025 (X > K>) exp( 10000),

vilket ger Ky = 1004/—1n(0.025)/9 = 64.0. P4 samma sitt ar

9K2
0.025=P(X <K{)=1-— -1
( < 1) €Xp ( 10000) P

sd att Ko = 1004/—1In(0.975)/9 = 5.3.
Den stkta styrkan ges nu av sannolikheten for att X € C' givet att § = 2. Detta

blir ) )
2% 5. 2 % 64.
1 —exp <— *5.3 ) + exp (—*60> ~ 0.45.

10000



4. Butikskedjan Interspurt bestéaller slalomhjilmar fran tva olika leveranttrer, A och
B. Fran leverantér A bestéller man 200 hjdlmar, av vilka 8 visar sig vara defekta.
Antalet bestallda hjélmar fran leverantor B var 400, och av dessa var 10 defekta.(5p)

(a) Berdkna ett 95%-igt konfidensintervall for skillnaden mellan andelarna defekta
hjalmar for de tva leverantorerna. (4p)

Lésning: Vi antar att antalet defekta hjdlmar fran leverantér A beskrivs av
X ~ Bin(200,p;) och att antalet defekta hjdlmar fran leverantér B beskrivs av
Y ~ Bin(400, p2). Vi vill berdkna ett konfidensintervall for p; — pa.

Vi har skattningarna pj = 8/200 = 0.04 och p5 = 10/400 = 0.025. Tumregeln
for normalapproximation dr uppfylld, ty 200p;(1 — pj) = 7.7 > 5 och
400p5(1—p3) ~ 9.8 > 5. Ett konfidensintervall med approximativ konfidensgrad

95% blir
T pi(1—pt)  p3(1—ph)
friom =21 _inAO‘O%\/ S0 T a0
0.04%0.96 _ 0.025%0.975
— 0.04 — 0.025 + 1.96
* \/ 200 400

= 0.015+0.031 = (—0.016, 0.046).

(b) Finns det beldgg for att siga att andelarna defekta hjalmar &r olika for de tva
leverantorerna? (1p)

Losning: Nej, inte pa risknivan 5%, ty p1 — p2 = 0 ligger i det 95%-iga konfi-
densintervallet.

5. Jultomten vill vilja ut renar till sin sldde. Han har gett i uppdrag till tomtenis-
sen Firpo och tomtenissan Firpelina att snabbhetstrina var sin kull med renar. Vid
traningsperiodens slut véiljer tomten slumpmaissigt ut fem av Firpos och fem av Fir-
pelinas renar och méter upp deras toppfart i km/h. Resultaten ges i féljande tabell.

Firpos kull 72.7 712 754 73.0 70.7
Firpelinas kull | 77.2 73.4 753 78.0 79.1

Avgor om renar fran olika kullar dr lika eller olika snabba genom att genomféra ett
lampligt hypotestest. Var noga med att ange vilka forutséttningar du gor. (5p)

Léosning: Det finns ingen naturlig hopparning av renarna (de olika kullarna har ju
olika renar), s& vi anvinder metoden "stickprov i par”. For Firpo observerar vi has-
tigheterna x1,...,z5 som #r ett slumpmissigt stickprov frin X ~ N(uj,0?). For
Firpelina observerar vi hastigheterna vy, ...,y5 som ar ett slumpméssigt stickprov
fran Y ~ N(p2,03). Vi vill testa Ho: g = pg mot Hy: g # po. (Det finns inget i
uppgiftens formulering som antyder misstanken att nagon kull skulle vara snabbare
an den andra.)

Vi observerar medelvirdena & = 72.6 och y = 76.6, samt standardavvikelserna s, =
1.8426 och s, = 2.2638. Varianserna o3 och o3 iir okéinda men antas vara lika. Vi far
den poolade variansskattningen

o 4 1.8426% + 4 2.26387
P 8

S

= 4.2600,



och observerad teststorhet

72.6 — 76.6

T A26x(1/511/5) —306

obs

Eftersom |Tpps| = 3.06 > 2.3060 = tg.025(8), s& forkastar vi nollhypotesen att de
springer lika fort p& nivan 5%.

. Lakaren Elina vill undersdka den febernedsédttande effekten av tabletten Cepofan
for influensapatienter. Hon har en grupp av fyra patienter. P4 kvillen méter hon
deras kroppstemperatur (i grader Celcius), och ger dem sedan en tablett Cepofan. Pa
morgonen méter hon ater deras kroppstemperatur. Virdena anges i féljande tabell.

(5p)

Patient nr 1 2 3 4

Temp. pé kvillen 40.5 378 39.2 384
Temp. pa morgonen | 38.2 374 384 36.7

(a)

Berakna ett 90%-igt konfidensintervall for den febernedséittande effekten hos en
tablett Cepofan i grader. Var noga med att ange vilka férutséttningar du gor.

(3p)

Lésning: Har méter man pi samma patient tva génger, s det dr naturligt att
se detta som stickprov i par. Vi antar att vi har observationer (x;,y;) fran
slumpvariabler (X;,Y;), i = 1,2,3,4, dér alla X; och Y; antas vara oberoende
med X; ~ N(ui,07) och Y; ~ N(u; + A, 03).

Detta ger att Z; = Y; — X; ~ N(A, 02, dir o2 = 0% + a% ar okénd. Vi soker ett
90%-igt konfidensintervall for A.

Vi observerar skillnaderna —2.3,—0.4,—0.8, —1.7, med medelvirde z = —1.3
och standardavvikelse s, = 0.8602. Det stkta konfidensintervallet blir

In = 7 £ toos5(3) -2 = 1.3 £ 2.3534 «

N2

Elinas forsok far ses som en forstudie till ett mycket stérre experiment. Ungefér
hur manga patienter skulle man behova i detta experiment for att fa ett 90%-igt
konfidensintervall av langd hogst 0.2 grader? (2p)

Lésning: Vi antar att standardavvikelsen for det storre experimentet ar 0.8602
dven den. Om antalet patienter i det storre experimentet, n sig, ar mycket stort
bor vi kunna approximera tg5(n — 1) med Ag 5 = 1.6449. Att konfidensinter-
vallets langd &r hogst 0.2 dr d& samma sak som att

0.8602
NG

Detta dr ekvivalent med n > (1.6449 x 0.8602/0.1)> = 200.2. Minst cirka 201
patienter behdvs alltsa.

2 % 1.6449 x

<0.2.



7. Antalet julklappar som ett barn i Norbyskolan far kan antas folja en Poissonférdelning
med vintevirde p, lika fran ar till ar. Johannes gar i en klass i Norbyskolan med 30
barn. Forra aret fick dessa barn sammanlagt 282 julklappar. (5p)

(a)

Berékna ett 99%-igt konfidensintervall for p. (2p)

Losning: Vi har ett slumpmaissigt stickprov x1, ..., x30 frén X ~ Po(u), dar X
beskriver hur ménga julklappar ett Norbybarn far en viss jul. Vi skattar g med
p* =z = 282/30 = 9.4, och motsvarande estimator dr X. Enligt tumregel
kan vi approximera med normalférdelning om nu* > 15, och hér har vi nu* =

30 % 9.4 = 282 > 15. Detta ger oss referensvariabeln

X —p
d

~ N(0,1),

dir d dr medelfelet. Eftersom V(X) = V(X)/30 = p/30 har vi i véart fall
d = /u*/30 = \/9.4/30 ~ 0.5598. Detta ger oss ett konfidensintervall med

approximativ konfidensgrad 99% enligt

9.4
I, = p* + Aooosd = 9.4 + 2.5758 / 5o = 94+ 144 = (7.96, 10.84).

Det finns bara ett sitt for ett Norbybarn att bli pa daligt julhumér, och det
ar att det far farre &n tre julklappar. Berdkna ett 99%-igt konfidensintervall for
sannolikheten att Johannes blir pa daligt julhumér i ar. (3p)

Lésning: Vi s6ker ett konfidensintervall for

2
g(p) =P(X <3)=e* (1—{—/1%—[;).

Detta dr en monotont avtagande funktion i p eftersom

2

p? [
g (u)=e* {— <1+,u,+ 2> + l—i—u} = —?e_“

som dr < 0 for alla u.

Intervallet i (a) ger att 7.96 < p < 10.84, och det kan nu omformas som
9(10.84) < g(n) < ¢(7.96), vilket ger vart sokta konfidensintervall som

{9(10.84), ¢(7.96)} = (0.0014, 0.0142).



8. Betrakta regressionsmodellen
Yi=a+ [z +e,

dir i = 1,2, ...,n och alla g; ir oberoende N(0,0?).

Data har simulerats fyra ganger fran denna modell, varje gang med olika virden pa
parametrarna «, 3 och o2. Antalet observationer har valts till n = 50 och z; = i
for ¢ = 1,2,...,50. Efter att simuleringarna har gjorts plottades data, parametrarna
skattades och forklaringsgraden riknades ut. Plottar av data visas i figur 1-4 nedan.

Para ihop figur 1-4 med de skattade modellerna och motsvarande férklaringsgrader i
(a)-(d) nedan. Motivera din 16sning. (5p)

yf =20.75 — 0.48z;, R*=0.3% (a)
yr = —7.61+0.61lz;, R*=17% (b)
yf = —0.384+0.52z;, R*=98% (c)
yf =415+ 1.74z;,  R*=53% (d)

Losning: Vi tittar forst pa modell (c). Detta dr den modell som har hogst forklarings-
grad, och alltsd minst spridning av observationspunkterna kring en tdnkt anpassad
regressionslinje. Detta ser ut att motsvara figur 1, ddr man ocksa ser att lutningen
0.52 verkar rimlig.

Av de 6vriga figurerna ser vi att vi har bade hégst lutning och forklaringsgrad i figur
3 (observera skalan pa y-axeln), vilken da bér svara mot modell (d).

Aterstar sd modellerna (a) och (b) samt figurerna 2 och 4. Genom att observera skalan
pa y-axeln kan man inse att modellen med ldgst forklaringsgrad, alltsé (a), bor svara
mot figur 4, ddr man ju har storst spridning pa y-virdena. Dessutom kan mojligen
ett svagt negativt samband (svagt negativ lutning pa regressionslinjen) skénjas dér,
till gkillnad mot i figur 2, dir sambandet ser ut att vara svagt positivt.

Svaret dr alltsa: 1-c, 2-b, 3-d, 4-a.
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Figur 1: Plot for uppgift 8.

Figur 2: Plot for uppgift 8.
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Figur 3: Plot for uppgift 8.
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Figur 4: Plot for uppgift 8.




