UPPSALA UNIVERSITET LINJAR ALGEBRA 1II
MATEMATISKA INSTITUTIONEN KandMal, F2, W2
Walter Mazorchuk VT2007

Tentamen 2009—-03—-13

Skrivtid: 14.00 — 19.00. Tillatna hjélpmedel: Skrivdon.

Losningarna skall vara forsedda med motiveringar.

Varje korrekt 16st uppgift ger hogst 5 poang.

For betygen 3, 4, 5 kravs minst 18, 25, respektive 32 poéang (inklusive bonuspoing).

1. Lat L C R[z|3 vara det linjara holjet av polynomen fi(z) = 1+ z, fo(z) = =1 — =z,
f3(x) = x4+ 2% + 23, fa(zr) = =1 + 22+ 22 och f5(x) = 1 + 2 + 22 + 3. Hitta en bas i L.
Avgor dven om polynomet p(x) = 22 tillhér L och om s #r fallet bestim p:s koordinater med
avseende pa den bas i L som du hittade tidigare.

2. Lat G : R? — R3 vara den linjira avbildning som geometriskt betyder spegling i planet
r1 + o — x3 = 0. Bestdm G':s matris i standardbasen.

3. Lat N vara det delrum till E* som spénns upp av vektorerna
U1 = (1717070)t; V2 = (Llalal)t; V3 = (07071a1)t'

(a) Bestdm en ON basi N.

(b) Bestam den ortogonala projektionen av vektorn x = (2,4,6,8)" pa N.

(c) Bestim avstandet fran x till N samt avstandet fran x till N-*.

4. Visa att den linjara avbildning G : R[z]ys — Rz]2 som definieras genom G(f(z)) = z f'(z)+
f(z + 1) ar diagonaliserbar. Bestdm alla egenvérden och motsvarande linjart oberoende

egenvektorer, GG:s matris i en bas av egenvektorer samt transformationsmatrisen till denna
bas.

Var god vand



5. Lar V vara det linjara rummet av alla 2 X 2 matriser. Den linjara avbildningen F': V — V
definieras genom F'(X) = AX, dar
11
a=(5 )

Bestam en bas i F':s varderum och en bas i F':s nollrum.

6. Lat
2 1 1 -1
1 2 1 -1
B= 1 1 2 -1
-1 -1 -1 2

Diagonalisera matrisen B i en ON bas och bestdm motsvarande diagonalmatris och transfor-
mationsmatris.

7. Los foljande system av differentialekvationer:

dx
W= ) + oy,
| 2(0) =y(0) =1
¢

U= )+ 2
8.
(a) Ge definitionen av en linjar avbildning.
(b) Avbildningen F : R? — R? definieras genom

aj +
F a9 = < “ @2 ) .
az —ay

as

Avgor om F &r linjar.

(c) Avbildningen G : R[x]y — R[x]3 definieras genom G(a + bx + cz?) = a® + ba®. Avgér om
G ér linjar.

LYCKA TILL!



Losning 1. Vi skriver koordinaterna av alla vara polynom i standardbasen som kolonner i en
matris och anvander Gauf3-elimination for att reducera matrisen till trappstegsformen:

1 -1 0 -1 110 1 -1 0 -1 110 _

-1 10 1o | =B fo oo 11 00| -2

0O 0 1 1 1|1 0O 0 1 1 11}1

0O 0 1 1 110 0O 0 1 1 110
1 -1 0 -1 110 _ 1 -1 0 -1 0]-1
000 1 1 oo | 4=Blfo o 1 1 0fo0
0O 0 0 0 1|1 0O 0 0 0 1|1
0 0 0 0 110 0O 0 0 0 O0|-1

Det foljer att polynom fi(x), f3(z) och f5(x) utgor en bas i L och att polynomet p(z) inte

tillhor L.

Losning 2. Lar m vara planet 21 + x5 — 3 = 0. Vektorerna v; = (1,0,1)* och vy = (0,1, 1)?
ar linjart oberoende och ligger i w. Darfor har vi G(v1) = v1 och G(v2) = va. Vektorn
vg = (1,1, —1)" &r ortogonal mot planet och dirfor vi har G(v3) = —vs.

Uppsitningen v = (vq,v2,v3) #ir en bas i R3 eftersom vi har tre vektorer i ett tredimensionnellt
rum, och dessa vektorer ar linjart oberoende eftersom determinanten for transformationsma-

trisen
1

10
T=101 1
1 1 -1

fran e till v ar lika med —3 # 0. I basen v vi har:

10 0
Gy=[(01 o0
00 —1

For att anvida basbyte formeln ska vi bestdmma inversen till 1"

10 11]100 10 1]1 00
3]—[1 312
01 1 10 .%. 01 110 10 .%.
11 -1/0 0 1 01 —2/-1 0 1
1]-[3
10 1[1 0 0\ ] (101]1 0 =_=
01 1]/0 1 0 5 01 1| 0 0 N
00 —3|-1 -1 1 00 1|1/

Nu kan vi anvdnda basbyte formeln:

Lf1 01 10 0 2 1 L1 22
WEZH@H”=§ 01 1 01 0 -1 L] =5( 21
11 -1 00 —1 1 1 -1 p 1



Lo6sning 3. Vi har vy = v1 +v3 och saledes N = (v1, v3). Vektorerna v; och vs dr ortogonalla
och déarfor linjart oberoende. En ON-bas i N ges d& av vektorerna w; = ﬁ—h = %vl och
wy = ﬂ%\ = %’02.

Den ortogonala projektionen av x pa N berdknas pa foljande sitt:

14

6
pry(z) = (z,wi)wr + (z, w2)wz = (1,1,0,0) + >

5 (0,0,1,1) = (3,3,7,7).

Avstandet fran z till N ar:

2 —pry(@)] = [(~1,1,~1, 1) = VIF T+ T +1=2.

Avstandet fran z till N+ &r:

Ipry ()| = (3,3,7,7) = V9+ 9 + 49 + 49 = V116.

Lésning 4. Eftersom G(1) = 1, G(x) = 2z + 1 och G(2?) = 32 + 2z + 1, avbildningen G
har foljande matris i standardbasen:

111
A=GEd =0 2 2
0 0 3
Vi borjar med sekularpolynomet:
1—A 1 1
0 2—-A 2 =—A=1DA=2)(A=3).

0 0 3—A

Alltsa, egenvarden av A ar \; = 1, Ao = 2 och A3 = 3. Eftersom alla egenvarden &r olika, ar
avbildningen diagonaliserbar och motsvarande diagonala matrisen ar:

1 00
D=0 2 0
00 3

(egenvérden i tur och ordning pa huvuddiagonalen).
Nu kan vi bestamma transformationsmatrisen.

For A1 = 1 maste vi l6sa det homogena linjara ekvationssystemet med matrisen

011
A-E=|( 01 2
0 0 2



Systemet har en linjart oberoende 16sning, t.ex. vy = (1,0,0)t som motsvarar egenvektorn
fi(z) = 1.
For A2 = 2 har homogena linjara ekvationssystemet med matrisen
-1 1 1

A—-2F = 0O 0 2
0 0 1
en linjirt oberoende 16sning, t.ex. wve = (1,1,0)!. Detta motsvarar egenvektorn fo(x) =
14 .

For A3 = 3 har homogena linjara ekvationssystemet med matrisen

-2 1 1
A—-3F = 0 -1 2
0 0 O
en linjirt oberoende 16sning, t.ex. w3 = (3,4,2)!. Detta motsvarar egenvektorn f3(x) =
3+ 4z + 222
Alltsa, transformationsmatrisen &r t.ex:
1 1 3
T=|(01 4
0 0 2

Loésning 5. Vi véljer forlande bas i V: e = (e11, €12, €21, €22), dar

o 1 0 o 0 1 - 0 O o 0 O
€11 = 00 , €12 = 00 , €21 = 10 , €22 = 0 1 .
Vi har

F(en):(; 8) F(m):(g ;) F(egl):<; 8) F(e22>:(8 ;)

Saledes far vi féljande matris for F' i basen e:

[Fle =

o N O =
N O = O
o N O
N O = O

Vi reducerar denna matris till trappstegsformen med hjalp av Gauelimination:

}_)1010
01 01)°

SN O -
N O =
oNn O
O = O



Det foljer att matriserna

F(en):<; 8) och F(612)=<8 ;)

utgor en bas i F':s viarderum.

Losningarna till ovanstaende systemet pa parameterformen ser ut sa har:

Al 1 0
Ao | 0 1
VA Rl s+ 0 t, s,teR.
VI 0 -1

Detta medfor att matriserna

1 0 0 1
611—633=<_1 0) och 622—644=<0 _1>

utgor en bas i F':s nollrum.

Losning 6. Vi borjar med sekularpolynomet:

[1]+[4]

2-x 1 1 1o 2+ o o 0 1-—2\
1 o2-x 1 -1 | BIHM ] 0 1-a 0 1o
1 1 2—-X -1 - 0 0 1-X 1-2)
-1 -1 -1 2-2 -1 -1 -1 2=

—_

[a)

(aw]

—
SIS
I+ + +
[eo]ro] =]

1
1
0 5—2A

1
0
0

= o O

0 0 1 1 (=N =(A=5)(\ -1

-1 -1 -1 2—-2A 0

o O = O

Vi har egenvéirden A\; = 5 av multipicitet 1 och Ao = 1 av multipicitet 3.

For att bestdma en egenvektor med egenviardet A\; = 5 ska vi losa det homogena linjara
ekvationssystemet med matrisen

-3 1 1 -1
1 -3 1 -1
1 1 -3 -1

-1 -1 -1 -3

B —-5F =

Detta system har en linjért oberoende 16sning, t.ex. vy = (1,1,1,—1)%. Vi normerar denna

vektor och far wy = ﬁ =1(1,1,1,-1)%

For att bestdma alla egenvektorer med egenvardet A\; = 1 ska vi l6sa det homogena linjara
ekvationssystemet med matrisen

1 1 1 -1
1 1 1 -1
B-1E=| | 1 1

-1 -1 -1 1



Vektorerna vy = (1,0,0,1), v3 = (0,1,0,1)" och vy = (0,0,1,1)" #r linjirt oberoende
l6sningar till systemet. Vi ortonormerar dem med hjalp av Gram-Schmidts metod: wy =

‘;%‘ = %(170707 1)t7 w3 = v3 — Ezzzzzg 2 = (_1/271>O’ 1/2) och w3 = ‘%jl: %(_LQval)t‘
Vidare wy = vq—(v4, wa)wa—(v4, w3)ws = (—1/3,—-1/3,1,1/3) och wy = %—i‘ = \/%(71, -1,3,1)%

Detta ger oss foljande diagonalformen och transformationsmatris:

1/2 B L

5 0 0 0 V2 2\/6 \/117
p_|01o0o0 | V20 i
0010 | 1/2 0 0 v

0 0 01 ~1/2 11 1

V2o Ve V12

Losning 7. Vi skriver systemet pa foljande formen:

(5)-C ()

och forsoker att diagonalisera systemets matris

()

A:s sekularpolynom &r:

=2-A*-1=QXA-1)(A-3).

2—-A 1
1 2—-A

Vi har tva olika egenviarden Ay = 1 och Ay = 3 som innebér att A &r diagonaliserbar med

diagonalformen
10
D— ( L )

Egenvektorer till A\; = 1 ar l6sningar till det homogena systemet med matrisen

11
e (1),

En linjart oberoende 16sning ar t.ex. vy = (1,—1).

Egenvektorer till A\; = 1 ar losningar till det homogena systemet med matrisen

-1 1
e (1),

En linjart oberoende 16sning &r t.ex. vy = (1,1).

Vi far darmed transformationsmatrisen



och identiteter D = T~'AT, A = TDT™!, dir

1/1 -1
,1_7
s _2<1 1>'

Om vi nu byter z(¢) och y(t) mot respektive u(t) och v(t) sadant att

vi far systemet

du
i = ),
u(0) =0,v(0) =1
dv
dgtt) = ?)'U(t),
Ekvationen 4% = 4(¢) har allméin 16sning u(t) = C'exp(t). Fran 0 = u(0) = C'exp(0) vi far
dt

C = 0 och dérmed u(t) = 0.

Ekvationen dg—g) = 3v(t) har allmén 16sning v(t) = C'exp(3t). Fran 1 = v(0) = C'exp(0) vi
far C' =1 och dérmed v(t) = exp(3t). Nu anvénder vi att

och far svaret z(t) = y(t) = exp(3t).

Losning 8. Lat V och W vara tva linjara rum. En avbildning F' : V — W séges att vara
linjar om F(x +y) = F(x) + F(y)for alla z,y € V och F(Ax) = AF(x) for alla € V och
AeR.

ay b1
Foralla | as |, b2 € R3 giller
as bs
al b1 a) + b1
F ay | +| b2 =F as + by
as b3 as + bg

_ (a1 + b1) + (az + b2) _ a1+ az + b1 + b2 _
(a3 4+ b3) — (a1 + by) a3 —aj +bs — by

by

+ by +b “
—<‘“ a2)+<1 2)—F as +F (| b
a3 — aq as b3



a

For alla | a9 ) € R3 och )\ € R giller

RS
)
w

Detta medfor att F' ar linjar.
Vi har G(1) = 1 och G(2-1) = G(2) = 22 = 4 # 2. G(1) = 2. Detta medfér att G inte &r

linjar.



