UPPSALA UNIVERSITET
MATEMATISKA INSTITUTIONEN
Bo Styf

Linjar algebra II
ES, KandFy, Q, X

Svr till tentamen i linjar algebra II, 2011-10-20

1. Delrummet M till P3 (polynomen av grad hogst tre) spanns upp av p; = 1 + 2 4 3,
pa=1+1t p3=1—t+2t>+2t3 ps =1+t +t> Bestim en bas i M bland dessa polynom
och utvidga den funna basen till en bas i Ps.

Svar. Vi bildar en matris med koordinatvektorerna for pq, ..., ps, med avseende pa stan-
dardbasen i Ps, som kolonner och gor radoperationer:

11 11 10 20
01 -1 1 01 -1 0
1o 21| 7foo o1
10 20 00 00

Av den hogra matrisen framgar att (p1, p2,ps) utgor en bas i M. For att utvidga till en
bas i Ps behover vi hitta en vektor som inte ligger i M. Vi gissar att polynomet 1 ar en
sadan vektor (¢, t2, t3 gar ocksa bra). Eftersom

1 1 11
0110
1010|170
1 000
ar (p1,p2, p4, 1) linjért oberoende och darfor en bas i Ps. O

2. Lat M vara delrummet till E* som bestar av alla vektorer som dr vinkelrita mot vektorn
(1,1, -1, —1)". Bestdm en ON-bas i M och skriv vektorn u = (0,0,1,0)" som en summa
u=1u; +us dir uy € M och uy € M. Bestim avstandet fran u till M.

Svar. En vektor x = (1, 9,23, 74)" ir vinkelrit mot by = (1,1, —1,—1)" om och endast
om

0=2x1+ 20 — 23 — 24. (*)
Tre vektorer som uppfyller () och dessutom é&r vinkelrdta mot varandra ar
by = (1717171)t by = (1,—1,0,0)t b3 = (070717_1)t
Eftersom M ar tredimensionellt utgor (by, b2, bs) en ortogonalbas i M. En ON-bas i M
dr (by/2,by/v/2,b3/V/2). En ortogonalbas i ML &r (by).

Projektionsformeln ger

U'b4 -1
u2 by-by 4 1 4

1
Z(=1,-1,1. 1)
4( 9 77)



Det foljer att

1 1
u=u-—up =g (0,0,4,0)" — 1 (-1,-1,1,1)" = = (1,1,3, -1)!

FN-

Avstandet fran u till M=+ &r [u| = 1 V12 = %\/g O

. Den linjéra operatorn F pa E3 ges geometriskt som den ortogonala projektionen pa planet
r+y—2z=0.

(a) Bestdm F's standardmatris.

(b) Bestam F':s nollrum och véirderum.

Svar. Planets normal &r n = (1,1, —2)t. Standardmatrisen for den ortogonala projektio-
nen langs n ar

. . 1 . 1 1 -2
nn -9 2 —2 4

Standardmatrisen P for den ortogonala projektionen pa planet x +y — 2z = 0 ar darfor

1 6 0 0 1 1 1 -2 1 5 —1 2
PZI_Q:E 0 6 0 % 1 1 -2 =35 -1 5 2
0 0 6 -2 -2 4 2 2 2

Nollrummet bestar av alla vektorer parallella med n och varderummet bestar av alla
vektorer vinkelrdta mot n. d

. Los foljande system av differentialekvationer
(1) = 4y1(t) — y2(t)
Ya(t) = 6y1(t) — 2(t)

dar y1(0) = 1, y2(0) = 4.

Svar.
yi(t) = 2¢" —e*,  yo(t) = 6e’ — 2™

. Bestam alla varden pa den reella konstanten a, for vilka ekvationen

2oy + 22242z —a® —yt — 22 =a

beskriver en enmantlad rotationshyperboloid. Bestam i dessa fall &ven rotationsaxelns
riktning i zyz-systemet, samt minsta avstandet fran ytan till origo.



Svar. Den kvadratiska formen i vansterledet har matrisen

-1 1 1
A= 1 -1 1
1 1 -1
Egenvardena till A ges av
—1-A 1 1 1-—A 1 1
0= 1 o 1 =/1-X —-1-2A 1 =
1 1 —1-X 1-—A 1 —1-A
1 1 1 1 0 0
=1-=-XN[1 —1-2X 1 =1-=-N]1 =2-2AX 0 =
1 1 —1-A 1 0 —2-A
=(1-=A)(=2-))2
Egenvérdena ar alltsa Ay = Ao = —2 och A3 = 1. Ytan &r en rotationsyta ty A; har

algebraisk multiplicitet tva. Ytans ekvation i principalkoordinaterna ar —27%2 22+ 3% =
a, som kan skrivas 2i% +2§° — 32 = —a. Det betyder att ytan &r en enmantlad hyperboloid

om och endast om a < 0. Avstandet till origo ar \/—a/2.
Egenvektorerna till egenvardet Aj o = —2 ges av det pa matrisform skrivna ekvationssys-
temet

1 1 10 1 1 10
11 1{0 )]~ 0O0O0]0
1 1 10 0 0 0]0

v och vy ges alltsa av ekvationen x + y 4+ z = 0. Da vs ar vinkelrdt mot v; och vo maste
den vara parallell med (1,1,1). Rotationsaxeln &r dérfér den réta linjen med ekvationen
(x?y7z) :t(17171)' D

. Lat RgQ’Q) beteckna rummet av alla symmetriska 2 x 2-matriser. En linjar operator F' pa
RZ?) definieras genom

F(x) = 1+ X2 +23 T+ T3 C ox= T X3 c R22’2)
T2+ X3 T2+ X3 T3 T2

Bestdm matrisen for F' i nagon bas och avgér om F ar diagonaliserbar.

Svar. Standardmatrisen for F ar

1 1 1
A=[F]=10 1 1
01 1
Egenvérdena till F' ges av
1—A 1 1
0= 0 1—A 1 =(1-=XN(2-XN(0-21)
0 1 1—A

Alltsa har vi A} = 1, Ag = 2, A3 = 0. Distinkta egenviarden medfor att F' &r diagonaliserbar.
O



7. Antag att V, W ar vektorrum och att e ér en bas i V, medan f dr en bas W. For den
linjara avbildningen F': V — W giller att

1 -1 11
A=[Flfe=1 -1 1 1
1 -1 1

Finn, om det a&r mojligt, baser, b1 V och ¢ i W, sddana att
1 0 00

Flo=( 0 1 0 0

0 00O
Ange &@ven baser i F:s noll- och vérderum (N (F') respektive V(F')).

Svar. N(F') och V(F) ges av det pa matrisform skrivna ekvationssystemet

1 -1 1 1]0 1 -110]0
(AjO)=|1 -1 1 1/0 |~ 0 00 1/|0
1 -1 1 20 0 00 0|0

Av den hogra matrisen framgar att F'(e;) = fi + fo + f3 och F(eyq) = f; + fo + 2f3 bildar
en bas i V(F'), medan bg = e; + ez och by = —e; + e3 bildar en bas i N(F). Om vi véljer
b; = e, by = ey, ¢c; = F(ey), ca = F(ey4) och (till exempel) c3 = f; sa dr b = (by,...,by)
och ¢ = (¢1, co, c3) baser, i V respektive W, och

10
[Flo=| 0 1
0 0

o O O
o O O

8. R? forses med en skalirprodukt (—, —), sadan att

b=<b1’b2>=<<;><;>>

utgor en ON-bas. Bestdm maximum av
—17x1+7xo da (x,x)=1.

Ange #ven alla vektorer x = (1, 22)’, for vilka maximum antas.

Lésning. Om &1, & ar koordinaterna for x = (z1, xg)t i basen b sa har vi £1by + &by = x.
Alltsa ar &1, & den entydiga l6sningen till det pa matrisform skrivna ekvationssystemet

1 1|x 1 0 3x1 — T2
2 3|z 0 1| —2x1+ x9
Av den hogra matrisen framgar att & = 3x; — x5 och & = —2x1 + x2. Eftersom b

ar en ON-bas sa ges skaldrprodukten av tva godtyckliga vektorer, x = &by + &by och
y = mbi + n2bg, av

(x,y) =&m +&ne



Sambandet x = £1by + £2bo kan skrivas
rr=&+&  och w1 =28 +38 (%)
Av (x) foljer att
—17x1 + Two = =17 (& + &) + 7 (26 + 3&2) = =38 + 46 = (a,x),

dir a = —3by + 4by = (1,6)". Problemet kan alltsa uttryckas som att vi ska bestimma
maximum av (a,x) da (x,x) = 1. Enligt Cauchy-Schwarz olikhet antas maximum da x &r
en positiv multipel av a; x = Aa, dar A > 0 och

1= (x,x) = (\a, \a) = (a,a) \? = 25 \?

)"

[S3[=p)

)

U=

Det innebar att A = % och att maximum antas om och endast om x = %a = (
Maximalvardet ar
(a,za) = £ (a,a) = 5.



