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Anvisningar: Efter varje uppgift anges den maximala poéngen fér densam-
ma. For full podng kravs att 16sningen ar ndjaktigt motiverad.

Betygsgranser: For betygen 3, 4 resp. 5 krévs minst 18, 25 resp. 32 poéng.

1. Definiera foljande begrepp.

a) Annihilerande polynom och minimalpolynom till en linjér operator T
b) Adjunkten 7™ till en linjér operator T pa ett inreproduktrum V.
c) Antag att T &r en linjir operator pa ett 4-dimensionellt reellt vektor-
rum V' och att operatorns minimalpolynom &r polynomet
or(t) = (2 +1)(t+1).
Vad kan séigas om operatorns karakteristiska polynom?
d) Bestdm om det finns nagon linjir operator 7: R* — R? med
{zr eR' | 21+ 29+ 23+ 74 =0}
som nollrum och och vars bildrum spanns upp av vektorerna (1,0, 1)
och (0,1,1).
e) T &r en linjir operator pa ett 2-dimensionellt inreproduktrum och ope-
ratorns matris med avseende pa nagon ON-bas &r

1+2¢ 3—1
—3+1 2+ %

Ar T normal?
f) En reell symmetrisk n x n-matris A kallas positiv om ' Az > 0 for alla
kolonnvektorer z med n element. Visa att matrisen

2 2 2
2 31
21 3
ar positiv.
g) Visa att om A dr ett egenvérde till en positiv matris A sa ar A > 0.

(8 p)

2. Lat x1, X2, X3, X4 vara den duala basen till standardbasen i R*, och defi-
niera en alternerande 2-form w genom att sétta

w = (2x1 + x4) A (X1 + 3x4)-
Berdkna w(v,w) da v = (2,1,3,2) och w = (0,4, —1,5). (4 p)
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. Lat V vara vektorrummet av alla kontinuerligt deriverbara funktioner pa
reella axeln och sétt

W ={feV]f0)+f(Q1)=f(0)=0}
Visa att W ar ett linjart delrum samt bestdm dimensionen hos kvotrum-

met V/W. (4p)

. Bevisa att minimalpolynomet ¢7(t) till en linjér operator 7" dr en delare
till varje annihilerande polynom till operatorn. (4 p)

. T ar en linjar operator pa nagot dndligdimensionellt reellt vektorrum med
minimalpolynom ¢r(t) = t2 +¢ + 1, och v dr en godtycklig nollskild vek-
tor. Bevisa att v och T'w spdnner upp ett T-invariant delrum W och att
dim W = 2. (4 p)

. Antag att T" &r en symmetrisk operator (dvs. T* = T') pa ett reellt inre-
produktrum. Bevisa att operatorn (T' — I)? + 41 &r injektiv. (4 p)

. T &ar en linjér operator pa ett 3-dimensionellt vektorrum V' med minimal-
polynom ¢r(t) = (t — 1)%(t + 3). Vilka av foljande pastaenden &r sanna?
Motiveral!

(i) M(T - I)ﬂN(T+3I):{0}.
(i) N(T — I)?>) NN (T + 3I) = {0}.
(i) M(T" - I) +N(T+3I)=V.
(iv) N(T = 1)?) + N(T +3I) = V.
(v) T ar diagonaliserbar.

i)

(vi) dim V(T —1) = 2. (6 p)

. Lat T vara operatorn pa C* med matrisen

2 1 2 2
0 2 0 -1
0o o0 2 1
o 0 0 2

med avseende pa standardbasen.

(a) Bestdm operatorns karakteristiska polynom och operatorns minimal-
polynom.
(b) Bestdm en Jordans normalform fér operatorn 7" samt en Jordanbas.

(6 p)



