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Skrivtid: 8.00 — 13.00. Tillatna hjilpmedel: Skrivdon. Ldsningarna skall vara férsedda med
motiveringar. Varje korrekt Iést uppgift ger hogst 5 podng. For betygen 3, 4, 5 krdvs minst 18,
25 respektive 32 poang.

1.

(Obs: denna uppgift lses inte om man har klarat duggan!)

Los det linjara ekvationssystemet

1 + 3z + 3 + 2y = 2
—x1 —  3axq + (a—2)zy = -2
dry + 1220 + (a+4)xs + 9y = 8

for alla virden pa a € R.

. Lat
0 1 1 0 01 010
A=10 0 2|, B=|1 00 och C=1|1 0 0
-1 0 0 1 01 0 01

Finn alla matriser X som uppfyller ekvationen

AXC+ BXC=1.

Los ekvationen

z 1 2x 1
r 2x T 3z —0
1 2¢ 1 =z| 7
2 x 2 =z

Lat punkterna
A:(1,2,2), B:(2,2,3), C:(3,4,3) och D:(2,4,2)
vara givna.

(a) Visa att punkterna &dr hornen i en parallellogram dar vektorn 1@ utgor ena diagonalen.



(b) Bestdm arean av denna parallellogram.

5. Lat T: R* — R? vara den linjéra avbildning som

e avbilder vektorn (1,0,0,0) pa (2, —1),
e avbilder vektorn (0,1,0,0) pa (2, —1),
e avbilder vektorn (0,0,3,1) pa (1,2) och
e avbilder vektorn (0,0,2,2) pa (1,1).

(a) Hitta standardmatrisen [T for T.
(b) Hitta bilden av vektorerna (1,—3,6,2) och (2,1,2,2) under 7'

6. Lat S: R® — R3 vara speglingen i planet 7: 22 +y — 2z = 0.

(a) Hitta S:s standardmatris [S].
(b) Hitta tva egenvérden for [S].

(Obs: man kan 16sa (b) utan att losa (a))

7. (a) Ge definitionen av spannet (det linjara holjet) av vektorerna o1, ..., 0 € R™.
Lat
@ = (1,1,1), i =(1,2,0), @=(3,51) och @ =(4,7,1).

(b) Avgdr om spannet av vektorerna iy, iz, iz och iy &r hela R

(¢) For vilka virden pa a € R tillhor vektorn ¥ = (1, 1, a) spannet Span{iy, @, U3, Us}?

8. Hitta ekvationen for planet genom origo som skér bada planen
m:y+22=23 och m:x—y+2z=27

vinkelratt.

Lycka till!
God jul och gott nytt ar.
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Lo6sning till problem 1. Totalmatrisen ar:

1 3 1 2 | 2 1 3 1 2]2
-1 =3 0 a—2| -2 ~10 0 1 a|0|Ca~
4 12 a+4 9 8 0 0 a 1|0
131 2 |2\ (= 13 1 2|2
~(o00 1 a |0 omazZEl 1o 0 1 al0 ED~
000 1—-a®]|0 00 0 1]0/Ca=2
1 3 0 0|2
~|0 0 1 0]O0]| = Losningar: (z1,x2,23,24) = (2 —3t,¢,0,0),t € R.
00 0 110
Om a = 1 ar totalmatrisen ekvivalent med:
1 3 1 2|2 1 3 0 1|2
0 01 1|]0]J]ED~(f0 0 1 11/0
0 0 0 00 0 00 0}O0
och alla lésningar ar: (z1, T2, x3,24) = (2 — 3t — s,t,—s,5),t € R.
Om a = —1 ar totalmatrisen ekvivalent med:
1 31 212 1 3 0 3 |2
001 -1/0JED~|0 0 1 =110
00 0 010 00 0 010

och alla lésningar ar: (z1, 22,23, 24) = (2 — 3t — 3s,¢,5,5),t € R.
Lo6sning till problem 2.
AXC +BXC=1 & (A+B)XC =1 & X=(A+B)'Cct'=CA+B)!

om C(A+ B) &r inverterbar (observera att detta ocksa medfor att C' och A + B &r inverterbara).
Vi ser att

010 0 1 2 1 0 2
C(A+B)=|1 0 0 1 0 2]=(0 1 2
0 0 1 0 0 1 0 0 1
Denna inverteras:
10 2|1 0 0 10 0]1 0 -2
01 2010 ~(0 1 0]0 1 -2
0 0 1/0 01 0 0 1/0 0 1
So omskrivningen géller och
1 0 -2 01 -2
X=1|01 -2 ocksa: | (A+B)t=|1 0 —2|,ct=C
0 0 1 0 0 1



Losning till problem 3.

v 21 2z 31 r 2x 3z x 2 3
fzif;”fxl 2% z|=231 2 1 -
9 2 92 2 x =z 2 1 1113
31’76 71_ 3 _

1 1’—9@(1‘ 7)

Sa losningarna ar z € {0,7}.
Lo6sning till problem 4.
(a) Vi ser att AB = (1,0,1), AD = (1,2,0) och
AC = (2,2,1) = (1,0,1) + (1,2,0) = AB + AD.

Dérfor ar punkten C' mittemot A i parallellogrammen med sidorna 1@ och E

Alternativ: AB = (1,0,1) och DC = (1,0,1) &r lika. Sa darfor ar AD och BC ocksi lika
och punkterna ar hornen i en parallellogram.

(b) Vi har formeln:

Area(OGABCD) = ||AB x AD|| =

A
- 2 07 (1 o'|1 2 =
= I(-2,1,2)[| = V9 = 3.
Loésning till problem 5. (a) Fran uppgiften far vi ekvationen
10 0 0
01 00 2 2 11
7] 00 3 2 _(—1 -1 2 1)
0 0 1 2
Vi inverterar 4 x 4 matrisen:
1 0 0 0|1 0 0 O 100 0|1 0 0 O
01 0 0|0 1 0 O N01000100 N
003200101 001 2|0 00 1
001 2[00 01 000 —4{0 0 1 -3/(-3=2
1 0 0 01 0 O 0
{010 0/0 1 0 0
001000 & -1
000100 —F 3
och vi far att
10 0 0
2 2 1 1 01 0 0 2 2 11
_ - 1
[T]_<—1 -1 2 1) o0 3 -1 _(—1 -1 % —i>
00 -+ 2

>
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Losning till problem 6. (a) normalvektorn (2,1,—1) avbildas pa (—2,—1,1) och vektorerna
(1,—2,0) och (1,—-1,1) (som &r parallell med planet) bevaras av S. Sa vi far ekvationen:

1 1 2 11 =2
]2 -1 1 |=|-2 -1 <1
0o 1 -1 0 1 1

Vi inverterar matrisen precis till hoger om

1 1 2]1000@ /11 2]100
-2 -1 1|0 1 0]<~[0 1 5|21 0|CED ~
0 1 -1/0 0 1 01 -1/0 0 1
11210 0 110%—%%
~0152102~010§%5~
2 1 1 1
00 1§ 5 -5/ \0 0 1[5 5 -5
1002 -2 -3
A
~otorg 5§
1
001§ & -5
Sa vi far
11 =2 0 -3 -3
S]=1-2 -1 -1]il2 1 5 |=
0 1 1 2 1 -1
—2 —4 4 -1 -2 2
=14 4 2|=1(-2 2 1
4 2 4 2 1 2

Alternativ berékna [S]:s (eller dennas kolonner) direkt genom att anvinda

7 (2,1,-1)

2,1,-1
22,11

S(@) =7 - 2PT0j(2,1,—1)(f) =7

(b) Da S &r en spegling &r S(77) = —# och S(¥) = ¥ for 7 normalvektor till planet och ¥ parallell

med planet. Sa bada —1 och 1 &r egenvérden (och dér finns inte andra). Alternativt hitta
rotterna i

1 —1-3X\ -2 2 —1—-3X\ -2 2
3 -2 2 -3\ 1 :— —2 2—3A 1 =
2 1 2 -3\ 0 3—3X 3-3X
—1-3X\ -2 2
1—-A 1-A
0 I )
1-A 1-A

—1-3x -4 | _
—2  1-3\"

N2 —9)=—-(A—12\+1)



Losning till problem 7.

(a)

(b+c)

Spannet av vektorerna 7, ..., 7 a&r méangden av alla linjara kombinationer av vektorerna.
Alternativt Span(vy,...,0) = {101 + -+ + e, Uk | ¢; € R}

Vi sétter vektorerna in som kolonner i en matris och kollar om rangen ar lika med antalet
rader och vi sitter vektorn (1,1, a) som augmentering for att se nir den faktisk kan skrivas
som en linjar kombination av :na.

11 3 41 1 1 3 4 1 1 1 3 4 1
1 2 5 71 ~10 1 2 3 0 ~ 01 2 3 0
1 01 1ja 0 -1 -2 —-3|a-1 0 0 0 0|a—-1

Vi &dr nu pa trappstegsform, och da koefficientmatrisen har rang 2 < 3 &r spannet inte lika
med hela R®. Yttermera, ser vi att (1,1,a) tillhér spannet om och endast om a = 1 (precis
da har vi 16sningar).

Losning till problem 8. Vi soker ett plan som ar parallellt med de tva normalvektorerna

iy =(0,1,2)  och iy =(1,—1,1).

Till normalvektor kan vi ta

1 2 0 2
(07172) X (17_1a1) - <‘_1 1‘ T '1 1

o 2)-oa

Da planet gar genom origo ar ekvationen

3xr+2y—2=0.



