UPPSALA UNIVERSITET 2014-03-17
Matematiska Institutionen 1MAO025
Jens Fjelstad

Tentamen — Linjar algebra och geometri 1

Skrivtid: 14:00-19:00. Tillatna hjdlpmedel: skrivdon. Varje korrekt lost uppgift ger hégst
5 podng. For betyg 3 kravs minst 18 p, for betyg 4 krdvs minst 25 p, och for betyg 5
kravs minst 32 p. Lésningarna skall vara val motiverade. Lycka till!

1. (ej nodvéandig att 16sa om man &r godkind pa duggan)
Los det linjara ekvationssystemet

T1 + 2x9 — 5x3 —x4 =3
—x1 — 219 + Txs + (b + 1)1‘4 =-3
31 + 6z + (b — 15)1‘3 =9
for alla b € R. (5p)
2. Lat

1 0 1 1 01
A=12 0 2 ],B=[010
1 0 —1 0 1 1

Bestam alla matriser X som uppfyller ekvationen

X+AX =B (5p)
3. Los ekvationen
2 3 2x -1
2 xr+3 2z -1
29—z 3 3z o |0 (5p)
0 3 20 +2 x—1

4. Lat A, B, och C vara punkterna
A:(1,-1,-2), B:(2,1,1), C:(3,0,0).

(a) Berékna arean av triangeln med hérn A, B, och C (3p)



(b) Finn en punkt D sadan att A, B, C, och D &r hornen i ett parallellogram
(observera att det finns fler &n en sadan punkt, det ricker att vélja en) (2p)

5. Betrakta punkten P : (1,4,2) och planet
mix—y+Tz=2.

Berdkna avstandet mellan P och 7, och bestdm koordinaterna for den punkten pa

7 som ligger nirmast P (5p)
6. Definiera
1 2 0
R 1 o 0 o 0
1= 19 V2 = " U3 = 11
4 —2 1

dvs U1, Vs, U3 € R4,

(a) Avgor om ¥, U2, U3 ar linjart oberoende, samt om & € Span{@y, vy, U3}, dir

W= (3p)

(b) Ge definitionen pa en bas for R", samt avgér om (07, U2, U3, @) bildar en bas

for R* dér
4
. 8
K (2p)
9
7. Lat S,T : R? — R? vara tva linjira avbildningar definierade enligt
S(xvy) = (_yax)a T(x,y) = (x+y7y)
(a) Bestdm standardmatriserna [S] och [T for S respektive T' (2p)
(b) Bestdm de sammansatta avbildningarna S oT och T o S (2p)
(¢) Avgor om T ar inverterbar (1p)

8. Lat
3 01
A=10 1 0
3 21

Bestédm alla egenvarden till A, samt en egenvektor # 0 till varje egenvirde  (5p)




Losningar:
1. Gauss-Jordanelimination:
1 2 -5 —1]3 g}) 12 -5 1|3
-1 -2 7 b+1|-3 ~ 00
3 6 b—15 0 9 00

12 -5 —-113

00 1 b/2]|0
6—b2

00 O 5— |0

Vi ser att rangen beror pa huruvida b?
dvs b = £/6, vilket leder till matrisen

12 -5 -1 25) 120 —1+5,/3(3
001*[ Tl oo1 £/ o
000 000 0 0

Det finns oo manga losningar. Den allména 16sningen tar formen

(x1,x9,x3,24) = (3 — 25 — (— 1:i:5\/§)t$:|:\/§ t), s,teR

Antag hirnist att b2 — 6 # 0. Da far vi istillet matrisen

12 -5 -113

12 -5 0|3 12
O()lb/20 ~ 00 1 0l0 (@NOO
00 0 %20 €%<=9 00 0 1[0 00

Vi laser av den allména l6sningen

(wl,x2,$3,$4) = (3 — Qt,t,0,0), teR

2. Los forst ut X:

X+AX =B
(I+A)X =B

X=(I+4)"

= 6 eller inte. Antag forst att b> — 6 = 0,

O = O
_— o O
S O W



Vi har

201100

00110 -2
01201 -2

100(00 1 ]
100(00 1 1 0]/0 0 1
01201 -2 ~l 01021 2
00110—2@ 001[1 0 -2
dvs vi har
0 0 1
A+D'=(-2 1 2
1 0 -2
Slutligen kan vi berdkna
0 O 1 01 0 1 1
X=A+D'B=|-21 2|01 0|=[-2 3 0
1 —2 011 1 -2 -1
3. Berakna determinanten:
5 3 9y 1 2e+1) 3 2z -1
2 z4+3 2 -1 | 2w +1) z+3 22 -1
2—2 3 3z 0 2(zx+1) 3 3 0
O 3 2z+2z-1 20c+1) 3 2242 2—1

13
= 20z +1) m—?l)—?)
13

Ekvationen lyder saledes

2x -1

2x -1

3x 0
2r+2 z—1

Sarrus

=" 2x(x +1)(2? - 2)

2z(x +1)(2? — 2) = 0,




vilken har 16sningarna

z=0,—1,+V2.

4. (a) Arean av den sokta triangeln &r hélften av arean hos parallellogrammet som
spéanns av tva vektorer som bildar narliggande sidor i triangeln, t.ex. E och
AC. Arean hos detta parallellogram ges dessutom av ||AB x AC/||. Vi far

AB = (1,2,3)
AC = (2,1,2)
ﬁxﬁ (1,4,-3)

Slutligen:
1 1 v/ 26 13
sokt area :5]](1,4,—3)H:§\/1+16+ :T:”?

(b) Ett exempel pa en sadan punkt D far vi om vi med utgangspunkt i A foljer
forst vektorn 1@ och dérefter foljer vektorn @ , eller med andra ord, om vi
med utgangspunkt i B féljer vektorn AC. Koordinaterna for slutpunkten ges
da av

(2,1,1) + AC = (2,1,1) + (2,1,2) = (4,2,3).

5. Fran ekvationen som definierar planet ser vi att vektorn 7 = (1, —1,7) &r normal
mot planet 7. Vidare ar det enkelt att se att t.ex. punkten @ : (2,0,0) ligger i .
Lat A vara punkten i 7 som ligger ndrmast P. Vi soker da dels ||AP||, och dels
koordinaterna for A. Vi har

QP = (1,4,2) — (2,0,0) = (~1,4,2)
och

AP = proj,(0P) = =LA L =LT) gy 0y %(1,—1,7) -

3
21 (C12 47 —(1,-1,7).
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Det foljer att

1B = Svrr e e = Sy s/2

Koordinaterna for punkten A ges av

3 14 71 13, 1
(1,4,2) — AP = (1,4,2) 1,-1,7) = (—, — 14,71,1
L0 =G ) = (4T 1)



6. (a) Vi ska losa tva ekvationssystem, vilket vi gor simultant:

1 2 olo 1 02 0o 4 @:]
1000—3@ 1 0 00 -3

00 —1/0 —1 1 o 0o -1]o -1 @
4 -2 1|0 —13 0 -2 1|0 —1

1 0lo -3 1000 —3

01 0/0 2 ? 0100 2

0 1o 1 ﬁ ~ 0010 1

0 -2 1[0 —1 0000 2

Vi har visat att ¢, U2, och ¥i3 ar linjirt oberoende (eftersom den enda
linjarkombinationen av dem som ar nollvektorn ar den triviala kombinatio-
nen), samt att « inte tillhor spannet av samma tre vektorer (eftersom vi inte
kan skriva w som en linjarkombination av dem).

(b) En bas for R™ bestar av en uppséttning vektorer i R som &r linjart oberoende
och som spanner R™. Det foljer att en bas for R™ &r n st linjart oberoende
vektorer. Det racker alltsa att kolla om de fyra givna vektorerna &r linjart

oberoende.
1 2 0 4]0 020_40@3
10 0 80 @ 10 0 8|0
0 0 —1 8|0 00—180@
4 -2 1 9|0 0 -2 1 —23/0
100 8]0 100 8 |0
1 o10 =20 010 —-210
00 1 —81/0 @ 001 —810
0 -2 1 —23/0 000 —19]0
100 0|0
|l o100l0
00100
00010

Med andra ord, den enda linjirkombinationen av vektorerna som &ar nollvek-
torn ar den triviala linjarkombinatinen, och alltsa bildar vektorerna v, vs,
U3, samt @ en bas for R%.

7. (a) Vihar



r(5)-(3")-61)6)
" s=(1 0 m=(g 1)
(b) Vi vet att [S o T] = [S][T], och [T 0 S] = [T][S], s& beriikna:

con-(0 )6 -C 7)
()

sa foljer det att

Pa samma satt beraknar vi:
11 0 -1 1 -1
[TOS]_<0 1)(1 o>_<1 0>
1 -1 T\ (r—y
1 0 y) \ x )’

(TOS)(l‘,y) = (CL‘ - y,l’)-

(c) T &r inverterbar omm [T &r inverterbar. Vi ser direkt (fran t.ex. pilregeln)
att det([T]) = 1, sa [T] och T &ar dérmed inverterbara. Aven om det inte

efterfragades kan vi enkelt bestamma inversen till 7"

= (5 1) =T e = -,

8. Egenvirdena till A dr 16sningarna till den karakteristiska ekvationen det(A—\I) =

0.
3-X 0 1
det(A—A)=| 0 1-XA 0
3 2 1-2X
=-AA=1)(A—14)

Vi laser av egenviardena A = 0,1,4. For att bestdmma egenvektorer ska vi hitta de
icke-triviala 16sningarna till de homogena ekvationssystemen (A — AI)Z = 0, déar

2 (1 ) ’3 P A‘ — (1= (3= A)(1-A) —3)

vi ersitter A med egenvérdena, ett efter ett.



A=0

3010 3010
0100 ﬁ ~ 0100
3210 0000
Losningarna ges som
x —t/3
y| = 0 |J,teR
z t
och en egenvektor ar t.ex.
-1
0
3

A=

1
2010 20 1 0
0000 :] ~ 02 -30
320]0 00 0 0

Vi laser av losningarna:

x —t/2
y|l=1|3t/4],teR
z t

och ett exempel pa en egenvektor ar

-2
3
4
A =4:
-1 0 110 -1 0 1
0 -3 00 Q ~ 0 -3 0
3 2 =-3|0 0 0 0
Losningar:
T t
yl =10
z t
Egenvektor t.ex.
1
0



