UPPSALA UNIVERSITET TENTAMEN 2024-05-31
MATEMATISKA INSTITUTIONEN LOGIK OCH BEVISTEKNIK I
JuLiAN KULSHAMMER

Skrivtid: 8:00-13:00. Tillatna hjilpmedel: Endast skrivdon. Tentan bestar av 8 uppgifter
och varje uppgift ar vard 5 podng. Totalt krdvs 18 podang for betyget 3, 25 podng for betyget
4 och 32 poing for betyget 5. Alla losningar ska innehalla fullstdndiga resonemang och
inte bara svar. Upp till 3 bonuspodng kunde man fa genom inlamningsuppgifter, se kursens
Studiumsida for detaljer.

1. Lat o = {p,q,r} vara en satslogisk signatur. Visa foljande sekventer genom att ge ett
formellt bevis i naturlig deduktion.

(a) p—ogbEpAr—gqAr,

(b) {-—¢ = p,q} F .

2. Lat o = {p,q,r}.

(a) Lat ¢ vara formeln (p A q) — r. Ange ¢:s parsingtrad. Ange formeln ¥ = ¢[p V r/q|
samt 1:s parsingtrad.

(b) Visa med hjilp av induktion att varje satslogisk formel med konnektivsymboler fran
{A, =} som inte innehaller | innehaller minst ett element av méngden o.

3. Lat < vara en konnektiv sa att p «» ¢ ar logiskt ekvivalent med —(p > q).
(a) Vad betyder det att en méngd I' av konnektiv dr funktionellt komplett?

(b) Ange en satslogisk formel ¢ som &r ekvivalent med L, men innehaller inte L, men bara
konnektiv V, <>, <.

(c) Visa att méngden {V, <>, <+»} &r funktionellt komplett.

4. Vilka av foljande pastaende stammer eller inte stdmmer? Motivera dina svar genom att
ge ett bevis nir pastaende stammer och ett motexempel nér pastaende inte stammer.

(a) Om en satslogisk formel &ar satisfierbar, da ar varje delformel satisfierbar.
(b) Om en formel i forsta ordningens logik ar valid, da &ar den satisfierbar.

(¢) Formeln —3z(z = x) ar satisfierbar.

Var god vand!



5. Lat o vara en signatur i forsta ordningens logik med en konstantsymbol @ och en ett-
stillig relationssymbol P (och inga funktionssymboler). Visa foljande sekventer genom att
ge ett formellt bevis i naturlig deduktion. Nér du anvénder en av de reglerna med speciella
krav, VI och 3E, argumentera noggrant varfor du far anvander den.

(a) F (Vz(z =a— P(z))) — P(a),
(b) FVady(z = y)
6. Lat o vara en signatur i forsta ordningens logik med tva ett-stalliga relationssymboler

P och @ (och inga konstantsymboler eller funktionssymboler). Visa att foljande formler &r
logiskt ekvivalenta:

(FzP(x)) = (YyQ(y)) och Va(P(z) = (VyQ(y)))-

7. Lat o vara en signatur i forsta ordningens logik med tva tva-stélliga relationssymboler
R och S (och inga konstantsymboler eller funktionssymboler).

(a) Ange en formel i prenexnormalform som &r ekvivalent med foljande formel.

Vz((JyR(z,y)) A (Vy=S(2,y)) = ~(FyR(z,y)))
Motivera dina steg.

(b) Ar formeln i (a) satisfierbar? Ar den falsifierbar? Motivera dina svar.

8.
(a) Formulera kompakthetssatsen for forsta ordningens logik.

(b) Lat o vara en signatur med en tva-stéllig relationssymbol < (och varken funktions- eller
konstantsymboler). Visa att mdngden I' som bestar av foljande formler &r satisfierbar.

VaVyVz(x <yAy <z — x < 2),

VaVy(z <y ANy <z ez =1y),

JzIy(—(z =y) Nz < y),

VaVy(-(z =y) AN <y) > Tz(x <zAz<yA-(x=2)A=(z=1y)).

(c) Visa att for varje modell A = (A4; <4) av I" har A oéndlig manga element.

Lycka till!



