UPPSALA UNIVERSITET TENTAMEN 2024-05-31
MATEMATISKA INSTITUTIONEN LOGIK OCH BEVISTEKNIK I
JuLiAN KULSHAMMER

Skrivtid: 8:00-13:00. Tillatna hjilpmedel: Endast skrivdon. Tentan bestar av 8 uppgifter
och varje uppgift ar vard 5 podng. Totalt krdvs 18 podang for betyget 3, 25 podng for betyget
4 och 32 poing for betyget 5. Alla losningar ska innehalla fullstdndiga resonemang och
inte bara svar. Upp till 3 bonuspodng kunde man fa genom inlamningsuppgifter, se kursens
Studiumsida for detaljer.

1. Lat o = {p,q,r} vara en satslogisk signatur. Visa foljande sekventer genom att ge ett
formellt bevis i naturlig deduktion.

(a) p—ogbEpAr—gqAr,

(b) {-—¢ = p,q} F .

Losning 1

2. Lat o = {p,q,}.

(a) Lat ¢ vara formeln (p A q¢) — r. Ange ¢:s parsingtrdd. Ange formeln ¢ = [p V r/q]
samt 1:s parsingtrad.

(b) Visa med hjilp av induktion att varje satslogisk formel med konnektivsymboler fran

{A, =} som inte innehaller | innehaller minst ett element av méngden o.

Losning 2

(a) Formeln ¢ har parsingtrad

°—
o\ or

op °q
Formeln v ar substitutionen av ¢ med p Vv r for q. Da far vi

Yv=eplpVr/g=@AVr) —r,



(b)

vars parsingtrad ar:

Bas till strukturell induktion 6ver formler ar att formeln &r antingen s for ndgot s € o
eller 1. Eftersom var formel innehaller inte |, s& maste den innehaller ndgot s € o.
Eftersom var formel har bara A, — som konnektiv, s& har vi bara tva fall for induk-
tionssteg, beroende pa vilken huvudkonnektiv var formel har. Om huvudkonnektiv ar
=, sa ar var formel — for en kortare formel ¢. Enligt induktionsantagande kan vi da
anta att v innehaller minst ett element av 0. Men da vet vi &ven att —1) innehaller
minst ett element av méngden 0. Om a andra sidan huvudkonnektiv &r A, sd vet
vi att formeln ar 11 A 1p2. Om vi anvénder igen induktionsantagande, sa vet vi att
bade 11 och 1o innehaller minst ett element av méngden o. Déarfér vet vi att dven
11 A 19 innehéaller minst ett element av mangden o (dven minst tva eftersom bade v;
innehaller minst ett element av o).

3. Lat <+» vara en konnektiv sa att p «» ¢ ar logiskt ekvivalent med —(p < q).

(a)
(b)

()

Vad betyder det att en méngd I' av konnektiv &r funktionellt komplett?

Ange en satslogisk formel ¢ som &r ekvivalent med |, men innehéller inte |, men bara
konnektiv V, <>, <.

Visa att méngden {V, <>, <} ar funktionellt komplett.

Losning 3, mojlighet A.

(a)

(b)

En méngd I' kallas for funktionellt komplett om for varje satslogisk formel ¢ det finns
en formel 1 som ar logiskt ekvivalent med ¢ sa att 1 innehaller bara konnektiv fran
mangden I'.

Ett exempel for en formel, som &r ekvivalent med L, ar p <» p. Vi kan visa det genom
att skriva sanningsvardestabellen:

(p < p)
1
1

— o3
o O

Vi ser att formeln p < p har sanningsvirde 0, oberoende av vardet for p, ar alltsa
logiskt ekvivalent med L.

I foreldasningen har vi sett att méngden {V, -} &r funktionellt komplett. Det &r darfor
tillrackligt att uttrycka p V ¢ och —p med formler som bara innehaller konnektiv fran
{V, 4>, »}. For pV g behovs ingen annan formel, det ar redan uttryckt sa. For —p kan
vi tar formeln p <+ (p +» p). Vi visar att de tva formler &r logiskt ekvivalenta med
hjalp av en sanningsvardestabell:



Losning 3, mdojlighet B.

(b)

()

Vi ger en alternativ mgjlighet att skriva 1 med hjéilp av vara konnektiv. Argumenta-
tionen ar samma som i l6sningsméjlighet A.

P qllp & 9 © (p + g
0 0 1 0 0
0 1 0 0 1
1 0 0 0 1
11 1 0 0

Fran forelesningen vet vi att Shefferstreck (NAND) &r funktionellt komplett. Det &r
darfor tillrdckligt att skriva om Shefferstreck med hjalp av konnektiv fran I". Formeln
vi tar for plg &r (p <> (p «» p)) V (¢ <> (¢ +» q)). Vi visar att de dr logiskt ekvivalent
med hjalp av en sanningsvéardestabell:

| (p (p p)) (q 7))

—_— -0 oI
— O = O

—
1
1
0
0

cocooll
O~ R~ R
cocooll

4. Vilka av foljande pastaende stammer eller inte stdmmer? Motivera dina svar genom att
ge ett bevis nir pastaende stammer och ett motexempel nir pastaende inte stammer.

(a)
(b)
()

Om en satslogisk formel ar satisfierbar, da ar varje delformel satisfierbar.
Om en formel i forsta ordningens logik ar valid, da &r den satisfierbar.

Formeln —3z(z = z) ar satisfierbar.

Losning 4.

(a)

Det stdmmer inte att om en satslogisk formel ar satisfierbar, da &r varje delformel sat-
isfierbar. Ett enkelt motexempel ar formeln -, som &r satisfierbar (dven en tautologi,
sa det &dr sann i varje modell), men delformeln L &r osatisfierbar (dvs den ar falsk i
varje modell). Det finns manga andra mdéjliga motexempel, t. ex. en formel dér man
tar en disjunktion av en osatisfierbar formel och en satisfierbar formel som (pA—p) Vg,
som &r satisfierbar (med en modell dar 2(g) = 1) och har den osatisfierbara delformeln

pA D

En formel i forsta ordningens logik kallas valid om den &r sann i alla strukturer
(motsvarande begrepp i satslogik &r tautologi). Om en formel ar valid, da &r den
aven satsifierbar, vilket betyder att den &r sann i minst en struktur, sa pastaende
stammer. Om man vill vara valdigt noggrant, sa kan man forklara att det finns minst
en struktur till varje signatur (t. ex. strukturen som har méngden {1}, alla konstanter
tolkas som 1, alla funktioner tolkas som den konstant-1-funktionen och alla relationer
ar tomma).



(c) Formeln —3z(x = z) séger att det finns inget x vilket ar lika med sig sjalv. Satis-
fierbarhet av en formel betyder att det finns en struktur 2f med méngden A sa att
formeln ar sann i /. Det skulle endast fungera om méangden A vara tom, annars &r
det ju absurd att x # z. Men den toma méngden var inte tillaten i var definition av
en struktur.

5. Lat o vara en signatur i forsta ordningens logik med en konstantsymbol @ och en ett-
stillig relationssymbol P (och inga funktionssymboler). Visa foljande sekventer genom att
ge ett formellt bevis i naturlig deduktion. Nér du anvénder en av de reglerna med speciella
krav, VI och 3F, argumentera noggrant varfor du far anvéander den.

(a) + (Vo(x =@ — P(z))) — P(a),
(b) F VazIy(x =y)

Losning 5.

B) Sy =y) !
Vel =y)

Vi méste argumentera varfor VI far anvandas i sista steget. Kravet for att anvinda
VI &r att ingen av premisserna ovanfor Jy(x = y) innehaller z fritt, men det finns inga
premisser ovanfor Jy(z = y), sa det gar bra.

6. Lat o vara en signatur i forsta ordningens logik med tva ett-stalliga relationssymboler
P och @ (och inga konstantsymboler eller funktionssymboler). Visa att foljande formler &r
logiskt ekvivalenta:

(FzP(x)) = (YyQ(y)) och Va(P(z) = (VyQ(y)))-

Losning 6, mojlighet A. Vi anvander en kedja av valkanda logiska ekvivalenser:

JrP(x)) — (VyQ(y))

eq (-3 P(x)) V (VyQ(y)) @ = Peqop Vi
eq (Ya=P(z)) vV (VyQ(y)) —JrpeqVrp
eqVz(=P(z) VVyQ(y)) (Vap(z)) V¢ eqVa(p(z) V) om z ¢ FV(¥)
eqVa(P(z) — VyQ(y)) @ = Peqop Vi

Losning 6, mojlighet B. Enligt definitionen betyder att de tva formler &r logiskt ekviva-
lenta att = ((JzP(x)) — (VyQ(y))) < (Va(P(x) — (VyQ(y)))). Enligt sundhetssatsen ir
det dock tillriickligt att visa b ((3zP(x)) — (VyQ(y))) < (Vo (P(z) — (VyQ(y)))) istillet,



dvs att ge ett formellt bevis i naturlig deduktion for det.

j2290) V(P Q)

2P TGPy ti@)® Pe® " P o mAw)
_ AW 2P@D QW) 3
Plz) > (WQW) _ , _ W g
_ va(P(z) = (WyQ(y))) S IO _ (GeP(@)) = (yQ(y)) RN
(P () = () (20 (Va(Pla) ~ (%Q)) = (BrP(x)) = (Q(w))

(@2P@) - (W) & (V2(P@) = (WaW)) of

Viktigt har ar att kolla att de krav for VI och dF &r uppfyllda. For VI ar kravet att alla
premisser ovanfor P(z) — (VyQ(y)) inte innehaller z fritt, men den enda ostryckna pre-
missen vid det steget ir (3xP(x)) — (VyQ(y)), i vilken z férekommer bara bunden. For
JE ir kravet att x inte forekommer fritt i slutsatsen VyQ(y) och i ingen av premisserna

ovanfor dessa slutsats forutom P(z) sjdlv. Den enda premissen vi har dessutom hir dr
Vz(P(z) — (YyQ(y))), i vilken x férekommer bara bunden.

7. Lat o vara en signatur i forsta ordningens logik med tva tva-stélliga relationssymboler
R och S (och inga konstantsymboler eller funktionssymboler).

(a) Ange en formel i prenexnormalform som &r ekvivalent med f6ljande formel.

Vz((JyR(z,y)) A (Vy=S(2,y)) = ~(FyR(,y)))
Motivera dina steg.

(b) Ar formeln i (a) satisfierbar? Ar den falsifierbar? Motivera dina svar.
Losning 7, mojlighet A.

(a)

Ve((3yR(x,y)) A (Yy=S(z,y)) = ~(3yR(z,y)))

(
eqVz(~(JyR(z,y) A (Vy=S(z,y))) V ~(JyR(z,y))) P = Yeqp Vi
eqVa(((—=3yR(x,y)) V (=Vy=S(z,9))) V ~(FyR(z,y))) de Morgan
eqVz((Vy—R(z,y)) V By——S(z,y)) V (Vy=R(z,y))) kommutering av — och kvantorer
eqVz((Vy—R(z,y)) V ByS(z,y)) vV (Vy—R(x,y))) dubbelnegation
eqVa((Vy—R(z,y)) V (328(z, 2)) V (Yw-R(z,w))) namnbyte pa variabler
eqVaVy3IzYw(—R(x,y) V S(z, z) V ~R(z,w)) kvantorer framat

(b) Formeln i (a) ar satisfierbar, som modell kan vi ta % = ({a}, R4 = 0,54 = {(a,a)}).
Man kan se fran prenex-normalformen att formeln dr sann i 2. Formeln i (a) dr ocksa
falsifierbar. Som motexempel kan vi ta B = ({a}, R4 = {(a,a)},54 = 0). Igen kan
man se fran prenex-normalformen att formeln ar falsk i 8.



Losning 7, mojlighet B.

(a) Den l6sningen borjar likadant, men man ser att en av delformler forekommer dubbelt
och kan anvanda sig av idempotentslagen.

Ve ((3yR(x,y)) A (Yy=S(z,y)) = ~(FyR(z,y)))

(
eqVz(=(3yR(z,y) A (Yy=S(z,y))) V ~(yR(z,y))) @ = Peqp Vi
eqVz(((-3yR(z,y)) vV (-Vy=S(z,9))) V ~(JyR(z,y))) de Morgan
eqVz((—3yR(x,y)) V ~Vy=S(z,y)) V idempotent (+komm., assoc.)
eqVr(Vy—R(x,y) V Iy—-—S(z,y)) kommutering av — och kvantorer
eqVr(Vy—R(x,y) V IyS(z,y)) dubbelnegation
eqVr(Vy—R(x,y) V 325(z, 2)) namnbyte
eqVaVy3z(~R(x,y) vV S(z, 2)) kvantorer framat

(b) Det finns forstas manga modeller, t. ex. varje modell med R4 = () (oberoende av vad A
ar). Det finns ocksa manga motexempel, t. ex. B = (B ={1,2}, Rp = Sp = {(1,1)}):
Vi kan se att det inte géller for alla x,y att R(z,y) inte giller, t. ex. giller R(1,1), och
dessutom finns det inte for alla  en z med S(z, 2), t.ex. z = 2 har inget motsvarande
z.

8.
(a) Formulera kompakthetssatsen for forsta ordningens logik.

(b) Lat o vara en signatur med en tva-stéllig relationssymbol < (och varken funktions- eller
konstantsymboler). Visa att mangden I' som bestar av foljande formler ar satisfierbar.

o VaVyVz(z <yAy<z—zx<z),

o VaVy(z <yAy <z x=y),

o Jzdy(~(z =y) Nz <y),

o VaVy(—~(z=y)ANx <y) > z(x<zAz<yA-(x=2)A-(z=1y)).

(¢) Visa att for varje modell 2 = (A; <4) av I' har A odndlig manga element.
Losning 8.

(a) Kompakthetssatsen for forsta ordningens logik sdger att en méngd I' ar satisfierbar om
och endast om alla dndliga delméngder av I" ar satisfierbar.

(b) Vi kan ta o-strukturen med méngd R och <p den vanliga 'mindre eller lika med’-
relationen. Vi vet (t. ex. fran Algebra I att den &r transitiv och antisymmetrisk, sa
att de forsta tva formlerna géller. For den tredje formeln kan man tar z = 1 och y = 2
for att se att den ar uppfyllt. Den fjarde sdger att mellan var tva tal finns ett tredje.
Den ar ocksa uppfyllt. Om z < y, da uppfyller z = IT” att x < z <.

(c) Lat A = (A; <4) vara en modell av I'. Vi vill visa att A har oéndligt méanga element.
Vi ser forst att A har minst tva olika element ag, b (med ag < b) eftersom den trejde
formeln i I' géller. Den fjarde axiom garantera nu att det finns ett element a; med
ap < a1 < b. En enkel induktion ger nu odndlig manga element ag < a1 < ag < --- < b.
De forsta tva formler garantera nu att de alla ar olika: Om vi hade att a; = a; for
nagon ¢ < j, da innebar transitivitet att a;41 < a; = a; och eftersom vi dven har
a; < a;+1, da innebdr antisymmetri att a; = a;41, en motségelse till konstruktionen
av Aj41-



Losningskommentar 8.

(b)

()

Exemplet Q fungerar ocksé, sa att man kan se att inte varje modell a&r ouppricklig.
Daremot ar N och Z inga modeller med den vanliga < eftersom det inte finns ett tal
strikt mellan 1 och 2 i dessa méngder.

Man maste anvianda alla formler for att visa att A har odndligt manga element, t. ex.
uppfyller méngden {1,2,...,n} for n > 2 de forsta tre formler, men inte den fjérde.
Likadant uppfyller {1,2,3} med 1 < 2 < 3 <1 den forsta, tredje och fjérde formeln,
men inte den andra.



