UPPSALA UNIVERSITET TENTAMEN 2024-08-20
MATEMATISKA INSTITUTIONEN LOGIK OCH BEVISTEKNIK I
JuLiAN KULSHAMMER

Skrivtid: 8:00-13:00. Tillatna hjilpmedel: Endast skrivdon. Tentan bestar av 8 uppgifter
och varje uppgift ar vard 5 podng. Totalt krdvs 18 podang for betyget 3, 25 podng for betyget
4 och 32 podng for betyget 5. Alla ldsningar ska innehalla fullstindiga resonemang och inte
bara svar. Bonuspodng fran inlammningsuppgifterna rdknas inte for denna omtentamen.

1. Lat 0 = {p,q} vara en satslogisk signatur. Visa foljande sekventer genom att ge ett
formellt bevis i naturlig deduktion.

() p—=qbpVp—qVy,

(b) {p,~q} F —(p < q).
2. Lat o = {p} vara en satslogisk signatur. Definiera rekursivt f6ljande formel ¢( ar formeln
p och @, 11 definieras som formeln (@, <> p).

(a) Vad betyder det for en satslogisk formel ¢ att vara en tautologi?

(b) Fér vilka n ar ¢, en tautologi? Visa ditt svar med hjalp av induktion.

3. Lat 0 = {p,q,r} vara en satslogisk signatur. Lat ¢ vara formeln (p A7) <> (=g V r).
(a) Ange en formel ¢ i disjunktiv normalform som &r logiskt ekvivalent med .

(b) Ange en formel x i konjunktiv normalform som &r logiskt ekvivalent med ¢.

4. Vilka av foljande pastaende stammer eller inte stdmmer? Motivera dina svar genom att
ge ett bevis nir pastaende stammer och ett motexempel nir pastaende inte stammer.

(a) Om 1, w2 och 9 &r satslogiska formler i LP(0) och p € o sa att p1[10/p] = p2[v/p],
da ar Y1 = Y2.

(b) Om en formel i forsta ordningens logik &r osatisfierbar, da &r den falsifierbar.

(¢) Om en formel ¢ i férsta ordningens logik &r i prenexnormalform, da &r dven varje
formel v, som &r logiskt ekvivalent med ¢, i prenexnormalform.

Var god vand!



5. Lat o vara en signatur i forsta ordningens logik med en ett-stillig funktionssymbol f (och
inga konstant- eller relationssymboler). Visa foljande sekventer genom att ge ett formellt
bevis i naturlig deduktion. Nar du anvander en av de reglerna med speciella krav, VI och
JE, argumentera noggrant varfor du far anvander den.

(a) Va(F(z) = 2) - Va(F(2) = F(F(2))),
(b) FVa¥y(~(z = ) = Fx((x = 2) A=(y = 2))).

6. Lat o vara en signatur i forsta ordningens logik med tva ett-stiilliga relationssymboler P
och @ (och inga konstantsymboler eller funktionssymboler).

(a) Visa att JzP(r) — J2Q(z) = Jx(P(x) — Q(x)).
(b) Giller dven 3x(P(x) — Q(z)) | Iz P(z) — JzQ(x)? Motivera ditt svar.

7. Lat o vara en signatur i férsta ordningens logik med en konstantsymbol 1, en ett-
stallig relationssymbol P samt en tva stillig relationssymbol D. Vi betraktar o-strukturen
A = (N; 1n; Py, Dn) dér 1y ar den vanliga 1, Py(x) om z &r ett primtal och Dy(m,n) om m
delar n, dvs det finns £ € N med m - k = n.

(a) Ange en formel ¢ i forsta ordningens logik med signatur o som uttrycker: "Ett tal
ar ett primtal om och endast om varje delare av z ar lika med 1 eller z sjalv.”

(b) Ar formeln ¢ du har givit i (a) satisfierbar? Ar den falsifierbar? Motivera ditt svar.

8. Lat o = ({Z,7}; R;0) vara en signatur i forsta ordningens logik med tva konstantsym-
boler, en tva-stallig relationssymbol och inga funktionssymboler. Vi tolkar en o-struktur
A = (A;z4,ya; Ra) som en riktad graf med nodméngd A, tva speciella noder x4 och y4
och relationen R4 (u,v) som séger att det finns en kant fran noden u till noden v.

(a) Ange en o-struktur for foljande graf 1 — 2 — 3 — 4 med specialla noder 1 och 4.

(b) Ange en formel ¢ som uttrycker att det inte finns en vég av lingd 3 fran x4 till y4,
dvs z1 och 2z och kanter x4 — 21 — 29 — ya.

(c) Visa att det inte finns en méngd formler I' i férsta ordningens logik med signatur o sa
att A = I' om och endast om det finns n och n stycken noder z,..., z, med kanter
som i foljande bild

TA— 21— 22— —2Zn — YA.

Lycka till!



