UPPSALA UNIVERSITET TENTAMEN 2024-08-20
MATEMATISKA INSTITUTIONEN LOGIK OCH BEVISTEKNIK I
JuLiAN KULSHAMMER

Skrivtid: 8:00-13:00. Tillatna hjdlpmedel: Endast skrivdon. Tentan bestar av 8 uppgifter
och varje uppgift ar vird 5 podang. Totalt krdvs 18 podng for betyget 3, 25 podng for betyget
4 och 32 podng for betyget 5. Alla losningar ska innehalla fullstindiga resonemang och inte
bara svar. Bonuspodng fran inldmmningsuppgifterna rdknas inte for denna omtentamen.

1. Lat 0 = {p,q} vara en satslogisk signatur. Visa foljande sekventer genom att ge ett
formellt bevis i naturlig deduktion.

(a) p—qFpVp—qVay,
(b) {p,—q} F=(p < q).

Losning 1.
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2. Lat 0 = {p} vara en satslogisk signatur. Definiera rekursivt féljande formel ¢q ar
formeln p och ¢, definieras som formeln (¢, < p).

(a) Vad betyder det for en satslogisk formel ¢ att vara en tautologi?

(b) Fér vilka n ar ¢, en tautologi? Visa ditt svar med hjilp av induktion.

Losning 2.

(a) En satslogisk formel ¢ i LP(0) i satslogikens sprak med signatur ¢ &r en tautologi om
for varje o-struktur A: o — {0, 1}, vi har A*(¢) = 1.

(b) For att fa en idé rdkna vi ut de forsta formler ¢,, och stélla upp sanningsvirdestabell

plrep|epep|(pep) <p) op
0] 1 0 1
1] 1 1 1

Det verkar sa att alla ¢, med jimna n har samma sanningsvirde som p, ddremot
ar alla ¢, med udda n tautologier (eftersom motsvarande kolonnen bestar endast av
ettor). Vi visar detta nu genom induktion, dvs vi visar att

A (p2n) = A(p) och A (p2n41) = 1.

Induktionsbérjan &r att 2A*(p2.0) = A*(p) = A(p). For induktionssteget har vi tva fall:



e Anta att A*(p2,) = A(p) for nagon n, da maste vi visa att A*(pan4+1) = 1. Vi
har att A*(w2n4+1) = A" (@2 > p) = 1 eftersom A*(p2,) = A*(p).

e Anta att A*(pop+1) = 1 for nagon n, da maste vi visa att A*(pan42) = A(p).
0 omA*(p)=0 .

. = A (p) = Ap)-
1 om A*(p) =1
Pastaende att ¢, dr en tautologi om och endast om n ar udda foljer darmed
genom fullstandig induktion.

Vi har att A*(pont2) = A (pont1 < p) =

3. Lat 0 = {p,q,r} vara en satslogisk signatur. Lat ¢ vara formeln (p A7) <> (=g V r).
(a) Ange en formel ¢ i disjunktiv normalform som &r logiskt ekvivalent med .

(b) Ange en formel x i konjunktiv normalform som &r logiskt ekvivalent med ¢.

Losning 3, Mojlighet A. Vi borjar med att stalla upp ¢:s sanningsvardestabell.

p q T |pAr < (0g Vr)
0 0 0 0 0 1 1
0 0 1 0 0 1 1
01 0 0 1 0 0
0 1 1 0 0 0 1
1 0 0 0 0 1 1
1 0 1 1 1 1 1
1 1 0 0 1 0 0
1 1 1 1 1 0 1

(a) For att fa ¢ i disjunktiv normalform skriver vi ner konjunktioner som motsvarar et-
torna i kolonnen som tillhor p:s huvudkonnektiv <+ och forknyter de med disjunktioner.
Da far vi
(mpAgA-T)V (D A=gAT)V (DAGA=T)A(pAGAT).
(b) For att fa x i konjunktiv normalform skriver vi ner disjunktioner som motsvarar nol-

lorna i kolonnen som tillhér ¢:s huvudkonnektiv <> och férknyter de med konjunk-
tioner. Da far vi

(pVagVr)AN(VqV-r)V(pV-ogV-r)V(-pVagVr).

Losning 3, Mojlighet B.
I en alternativ 16sning anvander vi vallkdnda logiska ekvivalenser for att forst eliminerar
alla konnektiv forutom —, Vv, A och sedan ha —-symboler ndrmast atomer:

(pAT) < (mqVr)
eq((PAT)A (=g V)V (2(pAT)A=(mg V)
eq((pPAT)A (=g Vr)V ((mpV-r) A((mg) A-r))
eq((pAr)A(=gVr)V((=pV-r)A(gA-r))

Vi anviandade foljande vélkdnda logiska ekvivalenser (¢ <> x)eq((v¥ A x) V (=9 A =), de
Morgans lager samt —— eqe. Vi fortsdttar med att anvanda distributiva lagen, men vilka
beror pa om vi ar efter disjunktiv eller konjunktiv normalform.



(pAT)A (=g V)V ((mpV =) A(gA )
eq((p AT A=g)V(pATAT))V((mpAgA =)V (=r AgA-r))
eq(pAT A=)V (pPAT)V (mPAGAT)V (g AT)
eq(pAT)V(gA-T)

Sista steget dr inte nodvéandigt har, det ar redan i disjunktiv normalform tidigare, men
resultatet ar snyggare da.

(eAT)A(=gV )V I((mpV—r) AlgA-r))

(pAT)V(=pV=r) A((mgVr) vV (mpV=r) A Ar) V(g A =r)) A((=g V) V(g A=)
(eAT)V (=pVor) A(pAT)V(gA=T) A((mg V) V(g A-r))
pV-pV-r)A(rV-pV-ar)ApVgAPV-r)A@Vr)A@rV-r)A(-gVrVg) A(-gVrV-r)
pVa)A(pV-r)AlgVr)

dér vi anviandade den distributiva lagen samt att ¢ V —) &r en tautologi.

4. Vilka av foljande pastaende stammer eller inte stémmer? Motivera dina svar genom att
ge ett bevis nir pastaende stammer och ett motexempel nir pastaende inte stammer.

(a) Om 1, w2 och 9 &r satslogiska formler i LP(0) och p € o sa att p1[10/p] = p2[/p],
da ar Y1 = Y2.

(b) Om en formel i forsta ordningens logik ar osatisfierbar, da &ar den falsifierbar.

(¢) Om en formel ¢ i férsta ordningens logik &r i prenexnormalform, da &r dven varje
formel v, som &r logiskt ekvivalent med ¢, i prenexnormalform.

Losning 4.

(a) Det stammer inte. Tar som motexempel ¢1 = p och w9 = 1 = q. Da ar pi[¢/p] =
q = @2[¢/pl, men @1 # .

(b) Det stdmmer. Att en formel i férsta ordningens logik &r osatisfierbar betyder att det &r
falsk i alla strukturer. Da &r den &ven falsifierbar eftersom det finns minst en struktur
for varje signatur (tar mangden {0}, alla konstanter ar 0, alla funktioner avbildar alla
(det finns bara ett) element till 0 och alla relationer toma).

(c) Det stdimmer inte. Ett motexempel ges av Jx—(z = x) som &r i prenexnormalform,
men ar ekvivalent med —Vz(z = x), som inte ar i prenexnormalform.

5. Lat o vara en signatur i forsta ordningens logik med en ett-stillig funktionssymbol f (och
inga konstant- eller relationssymboler). Visa foljande sekventer genom att ge ett formellt
bevis i naturlig deduktion. Nar du anvander en av de reglerna med speciella krav, VI och
JE, argumentera noggrant varfor du far anviander den.

(a) Ya(f(z) = 2) - Va(f(x) = f(f(2))),
(b) FVavy(=(z =y) = 3z((z = 2) A=(y = 2))).



Losning 5, Mojlighet A.

¥r(F(@) = )
w  I0@) 7w T
() = 17 @)

Har far vi anvanda VI eftersom variable

Vz(f(z) = x) ovanfor.

= symm .
xr = - =
Y - Y \E
— =7 ———I(®
T=1x —(y =) N
(b) (z=2)A\~(y =2)

Jz(x=2) AN~ (y = 2) A

SO EE RV (T R
WG =y > ez A=) L
Tay(~(@ = ) = 3@ = ) A (g = 2))

Har ar bada VI tillaten eftersom det finns inga ostrykna premisser nar de dyker upp.

Losning 5, Mdojlighet B. I mojlighet A anvandade vi = symm vilket inte ar ett axiom, men

en herled regel. Darfor ger vi en alternativ méjlighet utan att anvinda den. Anledningen
varfor vi far anvénda VI dr samma som i mojlighet A.

Va(f(z) = 2) B
w JO@ =@ TG =10@)
f(z) = f(f(z)) I
vz (f(z) = f(f(x)))
p=r® =y T {E
T=y B (2=
-E
— =7 (O
T=x —(y = x) N
(b) (x =x)A=(y =) o
Jz(x =2) A .—|(y =z)

6. Lat o vara en signatur i forsta ordningens logik med tva ett-stiilliga relationssymboler P
och @ (och inga konstantsymboler eller funktionssymboler).

(a) Visa att 3z P(z) — 32Q(z) E Iz (P(z) — Q(z)).

(b) Giller dven 3z (P(x) — Q(z)) | Iz P(z) — J2Q(x)? Motivera ditt svar.



Losning 6, Mojlighet A.

(a) Vi vill visa att varje struktur 2 = (A4; Py, Qg) s& att IP(z) — JzQ(x) &r sann i A
uppfyller ocksa att Jz(P(x) — Q(x)) dr sann i 2. Lat altsd 2A vara en struktur sa att
JrP(z) — JxQ(z) #r sann i A. Enligt den rekursiva definitionen av vad det betyder
att en formel dr sann i 21, innebir det att JrP(x) ir falsk i A eller JzQ(z) ér falsk i 2.
Vi vill visa att 3z(P(z) — Q(x)) ér sann i 2. Enligt den rekursiva definitionen betyder
det att det finns a € A s att P(a@) — Q(a) dr sann i 2 (hiir ir @ konstantsymbolet som
motsvarar a € A).Vi gor en falluppdelning. Om 3z P(z) ér falsk i 2, tar en godtycklig
a € A (det dr mojligt eftersom A inte dr tom). DA #r P(a) — Q(a) sann i A eftersom
P(a) ar falsk i . Om istillet IzQ(z) ir sann i 2A betyder det att det finns a € A si
att Q(a) dr sann i 2. D& ér dven P(a@) — Q(a) sann i 2. I varje fall finns det alltsa
a € Asi att P(a) — Q(a) dr sann i 2 vilket var vad vi ville visa.

(b) Nej. Det ar kanske enklare att se om vi ersétter bada formler med logiskt ekvivalenta
formler Jz(P(z) — Q(x)) dr ekvivalent med Jx(—P(z)V Q(z)) och Iz P(z) — JzQ(x)
ar logiskt ekvivalent med —(3zP(z) V 3xQ(x)) vilket i sin tur dr logiskt ekvivalent
med Vz—P(x) V 3xQ(z). Vi vill konstruera ett motexempel, dvs en struktur A sa att
Jz(P(z) — Q(z)) dr sann i A men JzP(z) — JxQ(z) ir falsk. D& kan det inte finnas
x sa att Q(z), annars dr dven den andra sann. Darfor maste Qg vara tom. A andra
sidan betyder att den andra #r falsk att Vz—P(z) ar falsk, alltsa att det finns = i Py.
Men dven 3x(—P(x)V Q(z) ska vara sann, men eftersom Qg #r tom, sd maste det dven
finnas x som inte ar i Py. En mojlighet for en sadann struktur har A = {a, b}, Qg =0
samt Py = {a}. Hir #r Jz(P(z) — Q(z)) sann (man ser det om man tar b for x), men
JxP — 32Q(x) #r falsk (det finns ingen x i Qy, men det finns = i Py).

Losning 6, Maojlighet B.

(a) Enligt sundhetssatsen #r det tillrickligt att visa 3z P(z) — J2Q(x) + Jx(P(x) —
Q(x)) genom att ge ett bevis i naturlig deduktion. Eftersom den #r relativt stor visar
vi en del separat.

200 o
o o o o -3zP(z) V I2Q(x) —(-3zP(e zQ(2))
;33%}’(?5@ vI M@ JzP(z) — J2Q(x) B T I ~E
~3P(a) v 32Q() ~(ZePyvIQq@)D Q) SHRE)
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Den forsta del kan vi nu anvanda for en falluppdelning i V E-steget i huvudbeviset:
20
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Hir far vi anvinda 3E eftersom x inte forekomma fritt i 3z(P(z) — Q(x)) och det
finns inga andra ustrykna premisser ovanfor Jz(P(x) — Q(x)) forutom Q(x).

(b) Ett motexempel ges av A = (N; P, @) diar Q C N &r toma méngden och P C N é&r
mingden av alla primtal. D& dr Jz(P(z) — Q(x)) sann i 2 eftersom vi kan tar x = 4.



Men JxP(z) — 3xQ(x) #r falsk eftersom x = 2 #r si att P(2) dr sann ty 2 ér ett
primtal, men Q(2) &r falsk eftersom @ &r tom.

7. Lat o vara en signatur i forsta ordningens logik med en konstantsymbol 1, en ett-
stillig relationssymbol P samt en tva stiillig relationssymbol D. Vi betraktar o-strukturen
2A = (N; 1n; Py, Dn) dér 1y ar den vanliga 1, Py(x) om z &r ett primtal och Dy(m,n) om m
delar n, dvs det finns k£ € N med m - k = n.

(a) Ange en formel ¢ i férsta ordningens logik med signatur o som uttrycker: "Ett tal x
ar ett primtal om och endast om varje delare av x ar lika med 1 eller x sjalv.”

(b) Ar formeln ¢ du har givit i (a) satisfierbar? Ar den falsifierbar? Motivera ditt svar.
Losning 7.

(a) En formel som uttyrcker den angivna meningen &r:

Vz(P(x) < (Vy(D(y,z) > (y =1V y = ))).

(b) Formeln &r satisfierbar. Vi kan ta B = ({b};b; Py = {b}, Dy = ). Da &r Py(z) sann,
men Dg(b,b) ar falsk, sa att Dg(b,b) — (b =0V b =b) ar sann. Déarfor ar formeln
sann i B. Den ar ocksa falsifierbar eftersom den &r falsk i 2(. Det naturliga talet x = 1
ar inte ett primtal, men uppfyller att om y delar 1 da ary =1 eller y = x = 1.

8. Lat o = ({Z,7}; R;0) vara en signatur i forsta ordningens logik med tva konstantsym-
boler, en tva-stallig relationssymbol och inga funktionssymboler. Vi tolkar en o-struktur
A = (A;z4,ya; Ra) som en riktad graf med nodméngd A, tva speciella noder x4 och ya
och relationen R4 (u,v) som séger att det finns en kant fran noden w till noden v.

(a) Ange en o-struktur for foljande graf 1 — 2 — 3 — 4 med specialla noder 1 och 4.

(b) Ange en formel ¢ som uttrycker att det inte finns en vég av lingd 3 fran x4 till yg4,
dvs 21 och 29 och kanter x4 — 21 — 29 = ya.

(c) Visa att det inte finns en méngd formler I' i férsta ordningens logik med signatur o sa
att 20 = T' om och endast om det finns n och n stycken noder zi,...,z, med kanter
som i foljande bild

TA— 21 222" —2Zn — YA.

Losning 8.

(a) En o-struktur for den angivna grafen ar A = {1,2,3,4} med x4 = 1, ya = 4 och
Ra={(1,2),(2,3),(3,4)}.

(b) En formel ¢ som uttrycker det dr —(3z1322(R(%, 21) A R(21, 22) A R(22,7%))).

(c) For n € N lat ¢, vara en formel liknande den i (b) som séger att det inte finns en vig
av langd n 4+ 1 fran x4 till y4, ndmligen:

(321 ... 32, (R(T, 21) A R(21, 22) A -+ A R(2n—1, 2n) A R(2n,7)))

Anta nu att I" & en mingd formler som i (c). Betrakta méngden I =TU{p, | neN}.
Da ar varje andlig delméangd av T satisfierbar: Om IV C T' ar en andlig delméngd, lat
m vara den maximala n sa att ¢, dr med i I". Da &r den strukturen given som 98 med



B ={zp,z1,...,2m+1,yB}, med Rp = {(zB, 21), (21,22)s -+, (Zm, 2m+1)s (Zm+1,YB)}
en modell for IV. Kompakthetssatsen for forsta ordningens logik medfor da att aven
[ ir satisfierbar. Men en modell € f6r ' skulle uppfylla att det finns n och n stycken
noder z1, ..., z, med kanter xo — 21 — 29 — -+ — 2z, — Yo (eftersom C &ar en modell
for '), men ocksa att for varje n det finns inte 21, ..., z, med kanter xc — 21 — 29 —
-+ = zp — yo (eftersom C ar en modell for {¢, | n € N}), en motségelse.



