UPPSALA UNIVERSITET TENTAMEN 2025-04-16
MATEMATISKA INSTITUTIONEN LOGIK OCH BEVISTEKNIK I
JuLiAN KULSHAMMER

Skrivtid: 14:00-19:00. Tillatna hjdlpmedel: Endast skrivdon. Tentan bestar av 8 uppgifter
och varje uppgift ar vard 5 podng. Totalt krdvs 18 podang for betyget 3, 25 podng for betyget
4 och 32 podng for betyget 5. Alla ldsningar ska innehalla fullstindiga resonemang och inte
bara svar. Bonuspodng fran inlammningsuppgifterna rdknas inte for denna omtentamen.

1. Lat 0 = {p,q} vara en satslogisk signatur. Visa foljande sekventer genom att ge ett
formellt bevis i naturlig deduktion.

(a) ~pV gt =(pAq),

(b) F=p—(p—q).
2. Vilka av foljande pastaende stammer eller inte stimmer? Motivera dina svar genom att
ge ett bevis nir pastaende stammer och ett motexempel nir pastaende inte stammer.

(a) Lat ¢ vara den satslogiska formeln ¢ — ¢. Lat x vara formeln —=(p Ap) V (p Ap) i
satslogik. Det finns ingen formel ¢ sa att x &r den substituerade formeln p[i)/q].

(b) Det finns ingen satslogisk formel sa att varje delformel &ar en tautologi.

(¢c) Nar en méngd T' av satslogiska formler &r inkonsistent, sa &r varje formel i T' en
tautologi.

3. Lat 0 = {p, q,r} vara en satslogisk signatur. Lat ¢ vara formeln —(p — ¢) A (p — 7).
(a) Ange en formel v i disjunktiv normalform som ar logiskt ekvivalent med ¢.

(b) Ange en formel x i konjunktiv normalform som &r logiskt ekvivalent med ¢.

4. Lat o = {p} vara en satslogisk signatur. Lat F vara méngden av alla satslogiska formler
som endast anviander A (och ingen av —, V, —, <>, 1).

(a) Ange en induktiv definition av méngden F.

(b) Visa med hjilp av induktion 6ver formler i F att om ¢ ar en formel i F, sa &r antalet
p-symboler i ¢ ett fler &n antalet A-symboler i .

(¢) Visa med hjilp av induktion 6ver formler i F att varje satslogisk formel i F &r logiskt
ekvivalent med p.

Var god vand!



5. Lat o vara en signatur i forsta ordningens logik med tva ett-stélliga relationssymboler
P, Q) samt en konstantsymbol ¢, men inga funktionssymboler.

(a) Visa att P(c) AVz(P(z) = Q(z)) FE JyQ(y).

(b) Giller 3yQ(y) | Vz(P(z) — Q(x))? Motivera ditt svar.

6. Lat o vara en signatur i forsta ordningens logik med en ett-stillig relationssymbol P och
tva konstantsymboler @ och b (och inga funktionssymboler).

(a) Visa att {P(a), ~P(B)} - (@ = a) A ~(a = b).

(b) Giller dven {@ =a,—~(a=b)} - P(a) A ~P(b)? Motivera ditt svar.

7. Lat o vara en signatur i forsta ordningens logik med en tva-stéllig funktionssymbol +, en
konstantsymbol 1 men inga relationssymboler. Vi betraktar o-strukturen 2 = (N; 1y; 0; +).

(a) Ange en formel p(z) i forsta ordningens logik med signatur o som uttrycker “z ar
jdmn.” samt en formel ¢(x) som uttrycker “z ar udda.”

(b) Ar formeln Vz(p(z) V ¢(z)) dir @(x) och t(z) &r som i (a) satisfierbar? Ar den
falsifierbar? Motivera ditt svar.

8. Lat A vara en méangd. Lat ({a | a € A}; <;0) vara en signatur i forsta ordningens
logik med en konstantsymbol @ for varje a € A, en tva-stillig relationssymbol < och inga
funktionssymboler. Lat

T = {Ve(x<z),VaVy((x<yry<z) = (z = y)), VaeVyVz((z<yAy<z) — x<z),VaVy(z<yVy<z)}.

Lit S = {=(@a=1b) | a,b€ A,a # b}.
(a) Ange en modell for 7 samt en modell for S. Motivera ditt svar.

(b) Visa att varje dndlig delméngd av 7 U S ar satisfierbar genom att ange en modell for
den. Motivera ditt svar.

(c) Visa att det finns en tva-stillig relation < pa A sa att ({a | a € A}; <;0) ar en modell
for TUS.

Lycka till!



