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Tillatna hjdlpmedel: skrivdon. Varje problem ger maximalt 5 podng. For betygen 3, 4 och 5 krdvs 18,
25 och 32 podng. Losningarna maste aterfoljas av forklarande text.

1. a) Bestdm losningen till initialvirdesproblemet

,  XCoST
y =

;o y(m) =4

ey

Ar l6sningen definierad pa hela R?

b) Ge exempel pa en exakt ODE dér 16sningarna ges implicit av

y* =sin(e” +2) + C.
(5 poéing)

2. a) Bestdm den allménna l6sningen till
2y + 8y =¥ 4+ 1
b) Ge exempel pa en andra ordningens linjir ODE med konstanta koefficienter som har
y1(z) =1+ 23sin(z) och yo(x) = e 4 + 23 sin(x)

som losningar.

(5 poéing)
3. Betrakta ODE:n
(z—=1)y" —2y +y=0 ,z>0.
a) Visa att y;(x) = e idr en 16sning.
b) Bestdm den allmédnna 16sningen till ODE:n.
(5 poéing)

4. Betrakta ODE:n

22y 4+ x(x 4+ 5)y + 4y = 0.

a) Visaatt = 0 éir den enda singulira punkten f6r ekvationen samt att det &r en reguljir singulir
punkt.
b) Ge indikalekvationen (indicial equation) och dess rotter.

c) Ge formen pa det tva serieldsningar som ges av Frobenious metod. Du behéver i det hir steget
inte bestdmma koefficienterna i serierna. Notera att vi inte antar att x > 0.

d) Bestidm koefficienterna till en av dessa tva serielosningar. Ge virdet pa alla koefficienter i sluten
form, det vill séga inte bara en som en differensekvation.

(5 poiing)



5. Lt " .
X0 (20). o a= (1 17%)

a) Bestdm den allménna l6sningen till X’ = AX for alla viirden pa parametern a € R. Ge lésningen
pa reell form, det vill sdga inga komplexa tal ska férekomma i 16sningen.

b) Skissa fasportrittet for a = 0

(5 poing)
6. Bestdm den allménna l6sningen till systemet
4t
¥ =2y+ e
94t
y = —4x+6y+m.
(5 poéng)

7. Betrakta ODE:n
u’ 4 f(u)u’ 4 g(u) = 0,

déar f och g dr kontinuerliga funktioner.

a) Skriv om ekvationen som ett system av forsta ordningens ekvationer.
b) Bestidm de kritiska punkterna i termer av nollstéllen till f och g.

c) Visa att om f och g bada #r tva ganger kontinuerligt deriverbara (d.v.s. f,g € C?) sa bestims
stabiliteten vid en kritisk punkt (xg,yo) av rétterna till polynomet

A+ f(z0)A + ¢ (x0),
sa linge ¢'(wg) # 0 eller rotterna ér rent imaginira.

(5 poiing)

8. Betrakta systemet
¥ =ay—ad
y/ _ 7y3 _ 31,4 :
a) Bestim alla kritiska punkter till systemet och visa att de ér isolerade.

b) Bestidm stabiliteten hos origo. Ledning: Sok efter en limplig Lyapunovfunktion pa formen
V(z,y) = az® + byl

(5 poéng)



Losningar till tentan in 1M A032 Ordinira differentialekvationer I 2022-05-30

d
Losning till problem 1. a) Vi kan anviinda oss av variabelseparation. Om vi skriver 3 = cTy kan
x

ekvationen skriva som
e¥ dy = xcosz dx.

Integrerar vi bada sidor far vi
e =xsinx + cosz + C,

vilket ger oss
y =log (zsinx + cosz + C).

Sétter vi in « = 7 och y(w) = 4 far vi ekvationen
4 =log(msinm + cosm+ C).

Vilket forenklas till
4 =log(—1+0C),

som ger oss C' = e* + 1. Losningen #r alltsa

y = log (xsinx+cosx+e4—|—1).

Losningen ar inte definierad pa hela R. Om z &r stort och valt sa att sinz < 0 kommer uttrycket
innanfor parentesen vara negativt, dir logaritmen ej ar definierad.

b) Loésningarna till en exakt differentialekvation
M(z,y) + N(z,y)y’ =0
ges implicit av F(z,y) = C dar

oF oF
o (z,y) = M(z,y), oc By (z,y) (z,y)

Om vi vill att 16sningarna ska vara y* = sin(e” 4 ) + C kan vi alltsa ta
Fla,y) = 3 - sin(e” + ).
Vilket skulle ge oss

oF oF
M(z,y) = %(x,y) = —(e" +1)cos(e” +x), och N(z,y)= afy(z,y) =2y.

Vi far alltsa differentialekvationen
—(e® + 1) cos(e” +z) + 2yy’ = 0.

Losning till problem 2. a) Vi borjar med att hitta losningen till den associerade homogena ekva-
tionen 23" + 8y’ = 0. Den karakteristiska ekvationen ges av 2r% 4 8 = 0, med lésningarna r; = —4
och r9 = 0. Den allménna l6sningen till den homogena ekvationen ges da av

yn(x) = Cre % 4+ O,

For att hitta en partikulirlsning delar vi upp hogerledet i tva delar, e* och 1. Fér e?* #r en naturlig
gissning for partikuldrlosningen y, 1 (z) = Ae®® | det ger oss

y;;,l(x) = 2Ae2aja
Yy (x) = 446",



Satter vi in detta i ekvationen far vi

2y 1 (%) + 8y, 1 (x) = 8Ae* + 16Ae** = 24Ae™".

1
For att detta ska vara lika med e?* maste vi ha A = TR For 1 skulle en naturlig gissning vara

Yp2(x) = B, dock l6ser detta den homogena ekvationen. Vi gor istéllet gissningen y,2(z) = Bz,
vilket ger oss

y;,Q(x) = B7
y},’,z(z) =0.

1
Inséttning ger oss direkt att B = 3 En partikularlosning ges darfor av

Yp(T) = Yp1(T) + yp2(v) = —e* + —x.

Den allménna 16sningen blir da

1 1
y(@) = yn(2) + yp(z) = Cre™ + Co+ e + 2w

b) Vi borjar med att notera att z3sinx dr en gemensam term for bade y; och ys. Om vi skulle hitta
en ekvation som har yj, 1 (¥) = 1 och yp2(z) = e ** som lssningar till den associerade homogena
ekvationen och y, = 23 sin z som en partikulirlosning skulle vi direkt far att

Y1 =Yn1t+ Yp
och
Y2 =Yn2t+ Yp

ar losningar till denna ekvation. Vidare noterar vi att ekvationen i problemet ovan har just y;, 1 (z) =
1 och yp o(x) = e~** som losningar till den associerade homogena ekvationen. Vi behgver bara éndra
hogerledet sa att 23 sinz blir en partikulérldsning. Om vi later yp(x) = 23 sin z kan vi komma fram
till vad vi ska valja for hogerled genom att helt enkelt sdtta in y,, till att bérja med far vi

y(x) = 32° sinz + 2° cos z,

3 3

y;,'(sc) = 6z sinx + 3z cosx + 3r? cosz — 2® sinx = 6 sinx + 622 cosx — 2® sin .
Sétter vi in detta i ekvationen far vi

2y, () + 8y, (x) = 12z sinx + 122% cos z — 22° sinx + 24x* sinx + 82° cos x

= 12z sinz 4 122%(cos x + 2sinx) + 22°(4 cos & — sin z).
Vi far alltsa att y, = 23 sinz dr en partikulérlsning till
2y" + 8y’ = 12z sinx + 122%(cos x + 2sinz) + 223 (4 cosz — sin x).

Eftersom 1 och e~ *® #r losningar till den associerade homogena ekvationen kommer yi(z) =1+

23 sinx och yo(x) = e ** + 23 sin 2 bada vara losningar till denna ekvation.

Lo6sning till problem 3.

Inséttning av y1(x) = e ger oss direkt
(x—1)e" —xe® +e* =0.
Vi anvénder oss av reduktion av ordning. Ansatsen ya(x) = u(z)y1 (r) = u(z)e” ger oss

yo(z) = v (z)e” + u(x)e®, yh () =u"(x)e” + 2u' (x)e” + u(z)e”.



Séatter vi in detta i ekvationen far vi
(x —1)(u"e” + 2u'e” + ue®) — z(u'e” + ue®) + ue® = 0.
Vilket vi kan skriva om som
u((z —1)e” —ze” +e”) + e"((x — 2)(u” + 2u’) — zu) = 0.

Eftersom e” dr en l6sning till differentialekvationen blir forsta termen noll och det forenklas till

(x — Du’" + (z —2)u' = 0.
Om vi later v = v’ far vi ekvationen

(x — 1) + (z —2)v =0,
som &r separabel. Vi kan 16sa den genom att skriva om den som

T —2
r—1

1
/f dv =logv
v

-2 1
_/x da::—/l— dx = —z +log |z — 1],
z—1 z—1

hér har vi skippat integrationskonstanterna eftersom vi endast behover en 16sning. Fran detta far vi

1
—dv = — dx
v

och integrera. Det ger oss

och

logv =—z+loglz — 1] < v=(x—1)e %,
For att fa u berdknar vi
u(x) = /v(x) dx = /(x —De ™ de = —xze™ ™,

aterigen skippar vi integrationskonstanten.
Gar vi tillbaka till var ansats har vi da

Den allménna l6sningen ges slutligen av

y(x) = Crya(z) + Caya(z) = Cre® — Caz.

Lésning till problem 4. a) For att visa att « = 0 dr den enda singuldra punkten bérjar vi med att

notera att ekvationen kan skrivas som

y' +p(x)y +qlx)y =0

med p(x) = rt5

4
och ¢q(z) = ez Vi ser direkt att p(z) och g(x) bada &r singulédra i punkten z = 0

men inte nagon annanstans. For att visa att « = 0 adr en reguljar singuldr punkt kontrollerar vi att
ap(x) = x4+ 5 och x2q(x) = ... 44 bada ar analytiska, vilket vi ser direkt eftersom de ar polynom.

b) Indikalekvationen ges av r? + (po — 1)r + qo = 0 dér pg dr viirdet for ap(z) i « = 0 och gg &r virdet
for 2%q(z) i x = 0. Vi far py = 5 och go = 4. Det ger oss indikalekvationen 7% 4- 47 4+ 4 = 0, som har
dubbelroten r; = ro = —2.

c) Enligt Frobenious metod ges en losning alltid pa formen

o0
yi(@) = 2 Y apa.
n=0



Dér a,, # 0. I vart fall & ry = —2 och vi far

1 o0
yi(z) = e z_%anx”.

Formen pa den andra lésningen beror pa forhallandet mellan rétterna. I det hér fallet har vi en
dubbelrot och den andra 16sningen ges darfor pa formen

y2(x) = 11 log x| + |2|™ Z bpz™.

n=1

For r; = =2 far vi

1 oo
ya(z) = y1 log|z| + e Z bpz™.
n=1

d) Vi bestdmmer koefficienterna a,, for y; ovan. Vi later r = r; och gor rikningarna for x > 0, sa att
vi kan skippa absolutbeloppet, vi far da

00
y(m) — Z anxn+r’
n=0

oo

y'(z) = Z(n + 1) apz™ T
n=0
v (z) = Z(n +7)(n47r—1Daz" 2
n=0
Inséttning i ekvationen ger oss
S+ r)ntr—1Dana™ + 3 (n+r)ana™TT 45> (0t r)ana"tT 44> apa"tT =0,
n=0 n=0 n=0 n=0
Division med z" och justering av index ger oss
Z(n +7r)(n+r—1)aa" + Z(n +7r—1Dap_12™ +5 Z(n +r)aa” +4 Z anz” = 0.
n=0 n=1 n=0 n=0

Om vi tar ut termerna for n = 0 och sétter resterande i en summa far vi

(r(r—1)+5r+4)ag + i(((n +r)n+r—1)+5n+r)+4a, + (n+r—1)a,_1)z" =0.

n=1
Vilken kan forenklas till
(r? 4 4r + 4)ag + Z(((n +r)2+4(n+r)+4Da, + (n+r —Da,_1)z" =0.
n=1
Den forsta termen &r noll for rétterna till indikalekvationen, enligt identitetsprincipen far vi dven
(n+7)2+4(n+7r)+4)an+ 0+ —1)ap_1 =0
for n > 1. Sétter vi nu in r = —2 ger det oss
(n—2244(n—-2)+4)an,+ (n—3)an_, =0

vilket ar ekvivalent med differensekvationen

n—3
A, = — 3 ap—1, n=>1.

Om vi later ap vara obestiamd far vi for de f'dljande tre termerna
=2 = — = = =0
a ap, a a ap, a .
1 0 2 l 1 2 0 3

Eftersom a3 = 0 kommer &ven alla féljande termer vara noll, vi far alltsa en sluten form for 16sningen

a 1
yi(r) = ;g (1 + 2z + 2x2> .



Lésning till problem 5. a) Vi borjar med att bestimma egenvirdena till matrisen A. Vi har
det(A—XI)=(1—-XN? - (1 —a) =\ -2\ +a,

rotterna ges av

Mo=1+V1—a

Beroende pa virdet av a far vi antigen tva distinkta reella rotter, en dubbelrot eller tva komplexa
rotter. Formen pa losningen kommer vara olika beroende pa i vilket fall vi &r.

Niista steg ar att berdkna egenvektorerna, for Ay = 14 /1 — a far vi ekvationssystemet

() 0)-6)

En 16sning ges av ¢ = V1 — a, y = 1, vilket ger oss egenvektorn

- (V179).

For Ay =1 — v/1 — a far vi pa liknande sétt egenvektorn

o= (179

For a # 1 ger detta oss tva linjirt oberoende egenvektorer och den allménna 16sningen ges av
X(t) = ClKleAlt + CQKQG)\zt.

For a < 1 kommer A1, Ao, Kq och K5 alla vara reella. For a > 1 far vi dock komplexa virden och
vi skriver dérfér om l6sningen. Vi kan i det fallet skriva egenvirdena som Ay 2 = 1+4va — 1 och

egenvektorerna som
Ky — (Z\/al 1) K = (zx/a - 1) ’
vilket ger oss

X(t) =y (W = 1> (OHVEDE | <_Nf - 1> =

o (01 (Nalﬁ) (cos(v/a—1t) + isin(va = 1t)) + Ct (‘ZVF) (cos(va—1t) - isin(\/ﬁt»)
_ o ((c1 en (%\%ﬂfwﬁ”) +i(Cy — ) (V“‘ Sml(%t) 1“)) .

1
Vi kan far tva linjirt oberoende losningar genom att vélja forst Cy = Co = 3 och sen C; = —-Cy =

R summerar vi dem far vi den allménna lésningen
i

X(t) = e ((11 <_@5?%Tt)> +Cy (\/a S_ir}(i;(sl(f\/it; 1t)>)

for tva nya konstanter Cy och Cs.

Det sista fallet som ar kvar att hantera 4&r ¢ = 1 nér vi far en dubbelrot. I det fallet har vi
)\1 = )\2 =1 och



En 16sning ges alltsa av

X.(t) = (g) .

For att hitta en andra 16sning bérjar vi med att kontrollera om det finns en till (linjéirt oberoende)
egenvektor med samma egenvirde, vi far ekvationssystemet ekvationssystemet

0 0\ /xz\ (0O
1 0/\y) \0/°
Vi far direkt att = 0 och det finns dérfor ingen annan egenvektor. Da vet vi att det istéllet finns

en annan losning pa formen
Xo(t) = K teMt + peMt

dir P 1sser ekvationssystemet (A — A1 1)P = K7, det vill séiga
0 0\ /p1\_ (O
1 0)\p) =" \1)
En 16sning ges av p; = 1, po = 0, vilket ger oss

Xo(t) = 't (2) et (é) et (1) .

Sammanfattar vi rdkningarna ovan har vi att for a < 1 ges den allménna I6sningen av

X(t)= C16<1+m)t ( 11_ a) + 026(17m)t <_ 11_ a> )

X(t) = Cret (?) + Chet <1)
och om a > 1 ges den av

xo= (e (Matatty ) e (M e )

om a = 1 ges den av

b) Vi vill skissa fastportriittet for a = 0. Enligt ovan ges den allménna losningen da av

X(t) = Cye? G) 4Oy (‘11> .

Eftersom den andra termen inte beror pa ¢t kommer l6sningar som boérjar pa linjen som bestdms

av _1 ) stanna pa denna linje. For I6sningar som inte borjar pa denna linje kommer den andra
termen likvil vara konstant. Didremot kommer den forsta termen véxa nér ¢ — oco. Se figur 1 for
fasportrattet.

Losning till problem 6. Vi borjar med att 16sa den associerade homogena ekvationen, som ges av

X' = AX med "
z(t 0 2
X(t) = (y(t)) , och A= <4 6) .
Egenvirdena till A ges av rotterna till
det(A — XI) = —A\(6 — \) +8 =\ — 6\ + 8,

vilka &r A; 2 = 3 £ 1. For de respektive egenvektorerna far vi ekvationssystemen



Figur 1: Fasportritt till uppgift 5 b).

och

Ett val av 16sningar ges av

K= (1) on am (1),

Den allméinna 16sningen till det associerade homogena systemet &r alltsa

Xp(x) = Crett (;) + Cye® <1) .

Nésta steg ar att hitta en partikulérlosning. Den inhomogena delen &r inte pa nagon enkel form sa
vi anvénder variation av parametermetoden. For det behover vi fundamentalmatrisen, vilken i detta fall

ges av
4t 2t
e e
¢ = <264t th) :
Enligt variation av parametermetoden ges en partikuldrlosning da av
X, = ®(t) / O (t)F(t) dt.

dér F(t) 4r den inhomogena delen av ekvationen. Vi har det ® = e*fe? — 2¢*7e? = — 54

- 1 Q2 2t et ot
¢ l(t):det<1>(—2e4t At ) = g2 )

Det ger oss

4t

(&
e 1
—4t —4t —1
—e e 2 —_— tan™ (¢t
szcb/(%gt _egt) 12Jer4§ dt:¢/<1+0t2> dt:q)( 0 U),

1+t

dér vi har skippat integrationskonstanterna eftersom vi endast sdker en 16sning. Vi far slutligen

X, = tan"!(t)e (é) .



Sa den allménna I6sningen ges av

et () () e ()

Lésning till problem 7. a) For att skriva ekvationen som ett system introducerar vi variablerna
x=wuochy=u'. Det gerossz =u =yochy =u" =—fluu —glu) = —f(x)y — g(x), vi far
alltsa systemet

=y
Yy =—f@)y—g(z)

b) De kritiska punkterna ges av ' =y’ = 0. For att hitta de kritiska punkterna borjar vi med att
noterade att ' = y direkt ger oss y = 0. Fér den andra ekvationen behover vi ha — f(2)y—g(z) = 0,
men y = 0 reducerar detta till g(z) = 0. Alla kritiska punkter dr alltsa pa formen (zg,0) dér xg dr
ett nollstélle till g(x).

c) Om f och g #r tva ganger kontinuerligt deriverbara ges linjériseringen av systemet vid en kritisk
punkt (zg,yo) av Jakobianen vid punkten. Jakobianen ges av

J(z,y) = (_f'(x);— J' (@) —fl(af)> '

Vid en kritisk punkt (zo,yo) far vi

0 1
J(z0,%0) = (f'(xo)yo —g'(z0) f(xo)) -

I uppgiften ovan kom vi fram till att alla kritiska punkter har yo = 0, i detta fall far vi

J(0,0) = <_g’?x0) —f}t’fo)> '

Vi far information om stabiliteten hos systemet genom att studera egenvirdena hos Jakobianen. Vi
har
det(J — M) = A% + f(z0)\ + g(zo).

Egenvérdena #r alltsa rotterna till detta polynom. Fran foreldsningarna vet vi att egenvirdena
bestdmmer stabiliteten hos den kritiska punkten nér realdelen av egenvérdena &r nollskild. Vi
maste alltsa utesluta att realdelen &r noll.

Om rotterna &r rent imaginéra far vi ingen information, men det behdvde vi inte heller visa. Det
enda kvarvarande problematiska fallet &r om A = 0 dr en rot, men om g(xg) # 0 &r detta inte fallet.

Losning till problem 8. a) Den forsta ekvationen ger oss x(y — 2?) = 0, vilket betyder att z = 0
eller y = x2. Sétter vi in = 0 i den andra ekvationen far vi direkt att y = 0, en kritisk punkt ges
alltsa av (0,0). Sitter vi in y = 22 far vi istiillet ekvationen

—y3 =3 =0 <= 2 (y+3) =0,

som har tva lésningar, y = 0 och y = —3. Tar vi y = 0 far vi tillbaka punkten (0, 0) som vi redan har
hittat. Tar vi y = —3 maste vi ta z sa att —3 = 22, men denna ekvation har inga reella 16sningar.
Vi drar slutatsen att det bara finns en kritisk punkt, (0,0).

dav
b) Till att bérja med soker vi a,b och k,[ sa att s har ett definitivt tecken. Vi far att

v _oVds oV

dt — Ox dt = Oy dt
= kaz* " (zy — 23) + by' 1 (—y® — 32%)
= kaz®y — kax®*? — Iby' T2 — 3lbaty! L.



Termerna —kaz""? och —3ly'*2 har bada ett definitivt tecken (beroende pa tecknet pa a och b). De
andra tva termerna har varierande tecken sa vi forsoker fa dem att ta ut varandra. For det behover
vi

kazky — 3lbzty' ™! =0 < kaz®y = 3lbzty' !

)

for alla x,y. Det haller om &k = 4 och [ = 2 samt ka = 3lb <= 4a = 6b. Vi kan exempelvis ta

a =3 och b =2, vilket ger oss

av
2 = 1220 — 49t
dt . v

som dr negativt definit.

dav
Dessa val av a, b och k, [ ger V = 3z* +2y%, som &r positivt definit. Eftersom s ar negativt definit

foljer det da att punkten (0,0) &r asymptotiskt stabil.



