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Tillatna hjdlpmedel: skrivdon. Varje problem ger maximalt 5 podng. For betygen 3, 4 och 5 krdvs 18,
25 och 32 podng. Losningarna maste aterfoljas av forklarande text.

1. a) Bestidm den allménna losningen till
(922 + 2y — 2) — (4y — 2x)y’ = 0.
b) Betrakta initialviirdesproblemet

/

1 1
y=-7 (y+1)3%, y(zo) = yo.
For vilka (xo,y0) € R? garanterar existens- och unikhetssatsen att det finns en unik losning pa
ett interval (zg — h, zo + h) for nagot h > 07
(5 poéing)

2. Bestdm l6sningen till initialviardesproblemet
5
2y + ixy' —y=142% y(1)=11, y'(1)=0.

med z > 0.
(5 poéing)

3. Ge exempel pa en andra ordningens linjir differentialekvation med konstakta koefficienter som har
y1(z) = (1 4+ z + 22)e®® och yo(z) = (2 + 22 4 2%)e*®

som losningar.

(5 poiing)

4. Betrakta ODE:n
2%y + (a® + 20)y + (= 2)y = 0

a) Visa att ekvationen har en reguljir singulir punkt vid = 0.

b) Bestdm indikalekvationen och dess rotter.

c) Bestdm en serielosning for den stérre av de tva rétterna till indikalekvationen, for = > 0. Det

riacker att ge de tre forsta termerna och differensekvationen for koefficienterna. Ledning: Om
1

30
d) Vad siiger Frobenious sats om formen for serielésningen f6r den mindre av de tva rétterna? Du
behover endast ge formen, du behdver inte rikna ut koefficienterna.

forsta koefficienten dr ag ges fidarde koefficienten av a3 = ——ay.

(5 poing)

5. Lat () W o
X (20) aara= (2 2),

a) Bestdm den allminna 16sningen till X’ = AX for alla viirden pa parametern a € R.



b) Fér vilka viirden pa a ér origo den enda kritiska punkten?

c) Lat a = 1, skissa fasportriittet och klassificera den kritiska punkten (0,0) i detta fall..

(5 poéng)
6. Bestdm den allménna 16sningen till systemet
¥ =—z+2y+ <
B YTy
) ) o2t .
e
(5 poiing)

7. Betrakta systemet
¥ =sin(y)
y =ty
a) Hitta alla kritiska punkter for systemet.

b) Klassificera alla kritiska punkter fér systemet.

¢) Kan det finnas periodiska 16sningar (x(t),y(t)) som uppfyller att z(t) > 0 och y(¢) > 0 for alla
t.

(5 poéng)

8. Betrakta systemet
¥ =yP—z
y =-ay—y
a) Bestéim alla kritiska punkter till systemet och visa att de ér isolerade.

b) Bestdm stabiliteten hos origo. Ledning: Sok efter en limplig Lyapunovfunktion pd formen
V(z,y) = az® + by

(5 poéng)



Losningar till tentan in 1M A032 Ordinéira differentialekvationer I 2023-05-30

Losning till problem 1. a) Ekvationen star pa formen for exakta ekvationer sa vi provar om den
dr exakt. Om vi later M(x,y) = 92° + 2y — 2 och N(z,y) = —4y + 2z har vi M, = 2 = N,, si
ekvationen ar mycket riktigt exakt.

Vi soker da F'(z,y) sa att F, = M och F, = N. Fran det forsta kravet far vi
F(z,y) = /9z2+2y72 dr = 32 4 2zy — 2z + h(y)

déar h(y) dr nagon funktion som inte beror pa z. Vi far
Fy(x,y) = 2z + 1 (y)

vilket tillsammans med F, = N ger oss h/(y) = —4y och ddrmed kan vi ta h(y) = —2y%. Vi far
alltsa
F(z,y) = 32° + 2zy — 20 — 2¢%

Losningen till ekvationen ges da implicit av
32° + 20y — 20 — 22 =C

for C' € R. Eftersom detta ar ett andragradspolynom i y kan vi dven 16sa for y, vilket ger oss

x z2 3 C
AT ST S
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. 1 PR : " of .. . -
b) Lat f(x,y) = pu + (y + 1)5. Existens- och unikhetssatsen séger att om f och M #ar kontinuerliga i

nagon rektangel runt punkten (xg,yo) da finns det en unik losning som &r definierad pa intervallet
(xg — h,zo + h) for nagot h > 0.

Vi har att f(z,y) dr kontinuerlig sa linge x # 0. Vidare har vi

of  (y+1)°E

Oy 3 '
For att denna funktion ska vara kontinuerlig maste vi ha y + 1 # 0, det vill sdga y # —1. Kriteriet
for satsen &dr alltsa uppfyllt nir x # 0 och y # —1.
Existens- och unikhetssatsen garanterar alltsa att det finns en unik 16sning for all (g, yo) dir z¢ # 0

och yg # —1.

Losning till problem 2. Vi borjar med att hitta tva linjart oberoende 16sningar till den associerade
homogena ekvationen

)
2y + imy’ —y=0.

5
Vi kénner igen detta som en Eulerekvation med o = 3 och g = —1. Vi vet da att tva linjdrt oberoende

I6sningar ges av
y1(z) = C1]z|™ och ya(x) = Colx|™

dér r1 och ro &r rotter till indikalekvationen

5
72+(2—1>r—1:0

1
Vi far att rotterna blir 71 = = och ro = —2, vilket ger oss

yi () = |z|% och yo(x) = || 2.



Eftersom z > 0 kan vi ta bort absolutbeloppen, vilket ger
2

y1(z) = 2% och ya(x) =~

Nista steg ar att hitta en partikulédrlosning. Vi anvander oss av variation av parametermetoden. For
att anvinda denna metod maste vi borja med att normalisera ekvationen genom att dela med z2, detta

ger oss
5
y// + §$_1y/ _ x—2y — 14.
Vi har da
Yp = u1y1 + U2y2
dér W W
uy = Wl och uy = W2
med
T R R R T
vi(x) ya(x)]’ f(x) ya(@)]” vi(z) flx)
Har dr f(z) = 14 hogerledet i den normaliserade ekvationen. Vi far
e s 1 s 5 s
W = x—% _21,_3 = —2r 2 — 5;3_5 = —ix_f’
2
0 33_2 2
W1 ’14 _9 _3 —14x 5
1
g 2 \
Wy = z 9 = 14x2.
0 14
Detta ger oss
, Wiy —1427% 28 1
U = — = = —2x
! W —%ijg 5
och )
g We_ aart s
2 W 7%7;_% 5
Integrerar vi far vi
204 och 4
Uy = - Ug = —- .
15 5
Vilket ger oss
96 3 1 T 4 _ 56 7 7
Yp = Eﬂ?’é‘;ﬂ — 5x4x 2= (15 — 5> 2% = gxz

Den allménna lésningen ges alltsa av

y=Ciy1 +Coya +yp = Cha? + Cor 2 + a2,

Losning till problem 3. Vi letar efter en ekvation pa formen
y'+py +ay = f(z).
Fran teorin om andra ordningens linjira ekvationer vet vi att den allmidnna losningen gar att skriva pa
formen y(z) = yn(z) + yp(x) dir yp, = Cryn1 + Coyp2 dr den allménna 1sningen till den associerade

homogena ekvationen och y, ar en partikulérlésning. Genom att skriva y; och y2 som

2 2x

y1(x) = e** + xe*™ + 12e®® och yo(x) = 2> + 22e** + 12e*”
e

ser vi att de #r pa formen for y(z) om vi har yj, 1 (z) = €**, yp 2(x) = ve** och y,(z) =



Vi bérjar med att bestdimma p och ¢ sa att yp1(z) = e** och yp2(z) = xe*® dr 16sningen till den
associerade homogena ekvationen. Fran teorin for andra ordningens linjidra ekvationer med konstanta
koefficienter vet vi att e?® och ze** &r losningar om r = 2 ir en dubbelrot till den karakteristiska
ekvationen

4+ pr4+q=0.
Vi har (r — 2)2 = r? — 4r 4 4, sa vi far p = —4 och ¢ = 4. Vi har alltsa att y, = C1e** + Coxe®® #r den
allménna losningen till ekvationen
y" — 4y + 4y = 0.
2 2z

Sista steget &r att vilja f(z) sa att y,(z) = x°e*® &r en partikulérlosning. Detta kan géras genom att

stoppa in z2e?® i viinsterledet och se vad vi maste vilja f(z) till pa det sittet. Till att borja med har vi

Y (z) = 2we®® 4 222"

och
Y (x) = 2e** 4 8xe®” 4 4x%e*”,

Inséttning i vy’ — 4y + 4y ger oss
262 4 8xe®” 4 4x?e?™ — 4(2xe*® + 22%e*®) + 4o = 277,
Tar vi f(x) = 2e2* far vi alltsa att 2%e** #r en partikuldrlosning till
Y — 4y + 4y = 27",

Lésning till problem 4. a) For att visa att £ = 0 dr en reguljir singular punkt borjar vi med att
notera att ekvationen kan skrivas som

y' +plx)y +q(x)y =0
med )
x° + 2x 2 xr—2 1 2
pa)=—5— =1+ o @) =—5==2-5

Bade p(x) och g(z) tydligt singulidra vid = 0, sa = 0 &r en singuliir punkt. For att se att de ar
reguljar kontrollerar vi att

rp(r) =2 +2 och x?q(z)=x—2
bada #r analytiska, vilket tydligt &r fallet.
b) Indikalekvationen ges av 72 4 (pg — 1)r + qo = 0 dér po &r virdet pa zp(x) vid 2 = 0 och go &r
virdet pa xq(x) vid x = 0. Vi far
po=04+2=2 och ¢g=0-2=-2.
Vilket ger oss indikalekvationen
P4r4+-2=0
med rotterna

r = 1 och ro = —2.

c) Enligt Frobenious metod stker vi en serielésning pa formen

o0
y=a" g anpx™
n=0

dar r ar den storre av de tva rotterna till indikalekvationen.
Vi har

oo
Y= E anl'nJrTa

n=0
o)

Y=Y (n+ e

n=0
00

y"' = Z(n +7)(n—1+7r)az" 2t

n=0



d)

Satter vi in detta i ekvationen far vi

Z(” +7)(n—1+7r)apa™" + Z(n + ) a4 2 Z(n + 7)anxz™ "
n=0 n=0 n=0

oo o0
+ Z ) Z anz" " = 0.
n=0

n=0

Division med z" och justering av index ger oss

Z(n +7r)(n—1+7r)az" + Z(n +7r—1Dap—12" + 2 Z(n + r)apz"
n=0 n=1 n=0

oo oo
+ E ap_1z" — 2 g apx” = 0.
n=1 n=0

Om vi tar ut termerna for n = 0 och sitter resterande termer i en summa far vi

(2 +7 = 2)ag + Y_((n+7)*+ (n+7) = 2)an + (n+7)an_1)2" =0

n=1

Nar r ar en rot till indikalekvationen blir den forsta termen noll, for att summan ska bli noll maste
vi (enligt identitetsprincipen) ha

n+r a
n+r)2+n+r)—2

(n+r)+n+r)—2)an+ (n+r)ap1 =0 < a, = —

n—1

form=1,2,....

Sétter viin r; = 1 far vi
n+1
ap = — Ap_1-
(n+1)2+(n+1)—2 """

Den forsta termen dr ag, de tva nistkommande termerna dr

o 1+1 1
T Az 2T %
_ 2+1 _ 81 _3
TR 2 e -2 T T102™ 7 20"
Vi kan dven kontrollera att
341 23 1
as = — a9 = ———ag = ——0ap.
ST BH+12+(B+1) -2 920 30"

Eftersom r; = 1 och 79 = —2 har vi att vy = ro + 3, det vill séiga de skiljer sig at med ett heltal.
Frobenius sats siger da att y, kan skrivas pa formen

y2(z) = ayy logx + x> Z byx™

n=0

dér a &r nagon konstant, som &ven kan vara noll.

Lésning till problem 5. a) Vi bérjar med att bestdmma egenvirden till matrisen A. Vi har

det(A— M) = (a—A)(a—A) — 6=\ —2a\ +a® — 6,

rotterna ges av
A172 =ax \/6

Nésta steg dr att berdkna egenvektorerna. Fér Ay = a — V6 far vi ekvationssystemet

(5 5 (0)-6)



En 16sning ges av x = —V6, y = 3, vilket ger oss egenvektorn
—V6
K = ( ?‘)[> .
For Ay = a + V6 far vi pa liknande siitt egenvektorn
6
k- ().
Eftersom vi har tva distinkta reella egenvirden ges den allménna 16sningen av

X(t) = ClKle)\lt + OQKQB)\zt.

b) De kritiska punkterna ges av 16sningarna till systemet AX = 0. Origo &r alltid en 15sning till detta
system. For att vi ska ha nagra andra losningar maste det(A) = 0, vilket &r ekvivalent med att 0 &r

ett egenviirde. Eftersom egenviirden av A ges av a & v/6 har vi att 0 &r ett egenviirde for a = £v/6.

For a # +V6 &r origo alltsd den enda kritiska punkten. Fér a = +v/6 ir har AX = 0 oéndligt
manga lésningar, och origo ar darfor inte den enda kritiska punkten i detta lige.

c) For a = 1 har vi egenviirdena \y = 1 — V6 och Ay = 1+ v/6. Vi har \; < 0 < Xy och vi far diirmed
en sadelpunkt.

Lésning till problem 6. Vibérjar med att notera att systemet gar att skriva pa formen X’ = AX +F(t)
med

A= (_21 _21) och F(t) = | 1 H¢

1+et

For att hitta den allménna l6sningen &dr forsta steget att 16sa den associerade homogena ekvationen
X' = AX. Vi méste da bestimma egenviirdena och egenvektorerna till A. For egenviirdena har vi

det(A—A)=(=1—=A)(=1-X)—4=A24+2X-3,

vilket ger oss egenviirdena
Mo=—-1+Vd=-1+2.

Niista steg dr att bestdimma de tillhérande egenvektorerna. For Ay = —3 far vi ekvationssystemet
2 2\ (k1) _ (O
2 2)\ks) \O)"
1
k- (1),

dar vi se att en 16sning ges av
For Ay =1 far vi istéllet systemet
dér en 16sning &ar

Vi far de tva lésningarna

_ 1 1
een(4). 5 ()

och den allménna 16sningen till den associerade homogena ekvationen ges av

Xh = Cle_?’t (_11) + Cget (1) .



Nista steg édr att hitta en partikularlosning, for detta anvédnder vi oss av variation av parameterme-

toden. Vi later
o3t ot
(p = (Xl XQ) = < —3t t) .

—e e

En partikulédrlosning ges da av
;@@:@@/@*@ﬂoﬁ

Vi bérjar med att berdkna ® !, enligt kéind formel har vi
Bt 3t
et et )
Detta ger oss

1 1 et —et 1
o = e—Btet 4 o—Btet \ e 3t 73] T 9
OL(H)F(t) dt = A N Ry X dt = 0
2 et et e?t o € “ \log(1+¢e"))-

1+ et

Multiplikation med ® ger oss

e 3t et 0 " o (1
Xp = <—e_3t et> (log(l + et)> = ¢ log(1 +¢) (1) :

Den allménna lésningen ges da av
X =C1X1+ 02Xy + X, =Cre ™ (_11> + Cyet G) +ellog(1 +et) G) )
Losning till problem 7. a) De kritiska punkterna ges av
{0 = sin(y)
0 =m+y'

Den forsta ekvationen ger oss y = nm for n € Z och den andra ekvationen ger oss da z = —y = —nm.
De kritiska punkterna ges alltsa av (—nm, nw) for n € Z.

b) For att klassificera de kritiska punkterna studerar vi Jakobianen, som ges av

o= (0 =),

For de kritiska punkterna far vi

ﬂwmmzﬁcﬁﬁvze(fg.

For att fa egenvardena berdkningar vi
det(J(—nm,nw) — M) = \* = X — (=1)",

vilket ger oss egenvarden
1 1
Ao ===F4/=+ (-1
12 =3 it (1)
Vi ser att vardet beror pa huruvida n dr jamnt eller udda.

For jamna n far vi

A2 = >

Det ger oss ett positivt och ett negativt egenvirde, vilket motsvarar en sadelpunkt. For jamna n
ar alltsa de kritiska punkterna sadelpunkter och dr da instabila.

For udda n far vi
1 3
AMo=—=F4/—-.
279 4
Det ger oss komplexa egenvirden med en positiv realdel, vilket motsvarar en instabil spiraler. For
udda n ir alltsa de kritiska punkterna instabila spiraler.



)

Enligt en sats fran kursen vet vi att en periodisk 16sning maste omsluta minst en kritisk punkt. De
kritiska punkterna ges i detta fall ges av (—nm, nm) med n € Z. Vi noterar att « och y virden alltid
har olika tecken (férutom fallet n = 0), det finns alltsd ingen kritisk punkt (zo,yo) som uppfyller
att xg > 0 och yy > 0. Det foljer att det inte kan finnas nagra periodiska l6sningar som uppfyller
x(t) > 0 och y(t) > 0 for alla ¢.

Losning till problem 8. a) De kritiska punkterna ges av

b)

0 =y’ —=z

0 =-zy—y°
Den forsta ekvationen ger oss y? = z. Sitter vi in detta i den andra ekvationen far vi —y> —y° = 0.
Skriver vi om detta som y3(1 + y2) = 0 ser vi att den enda 16sningen &r y = 0, vilket direkt ger

2 = 0. Den enda kritiska punkten ir saledes (0,0), och eftersom det inte finns nagra andra kritiska
punkter maste den vara isolerad.

Vi ansétter V(z,y) = az® 4 by' som Liapunovfunktion. Vi bérjar med att berdkna derivatan av V
med avseende pa systemet, vi far

dV

e kaz" " (y? — z) + Iby' Y (—zy — y°) = kaz" "1y — kaz® — Ibay' — byt

dv
Eftersom malet &r att o ska vara antingen positivt eller negativt definit vill vi bli av med termen

—lbzy' var tecken beror pa x. Vi ser att vi med ritt val av koefficienter kan fi den att tas ut av
termen kaz®~1y2. Vi vill alltsa ha lbzy' = kaz®1y?, vilket ger k = | = 2 och a = b. Sétter vi in
detta far vi

av

o 2axy® — 202 — 2axy® — 2ay® = —2ax? — 2ay® = —2a(x? + yb).

Eftersom z? + y% alltid &ir positivt utanfor origo ges tecknet av —2a.

- . . : av . e :
Fran Liapunovs sats vet vi att om V &r positivt definit och o ar negativt definit sa har vi en

asymptotiskt stabil kritisk punkt. Om vi tar a = b =1 far vi
V(z,y) =2 +y°

och iV
— = 227 — 2%,
dt v

dav
Vi ser att V' &dr positivt definit och s ar negativt definit. Det foljer att origo dr en asymptotiskt
stabil kritisk punkt.



