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Tillatna hjédlpmedel: skrivdon. Varje problem ger maximalt 5 podng. Fér betygen 3, 4 och 5 krévs 18,
25 och 32 podng. Losningarna maste aterfoljas av forklarande text.

1.

a) Bestam losningen till begynnelsevirdesproblemet
y—2zsin(2z) + 2y’ =0, y(x)=1.
b) Ge exempel pa en separabel ODE dér den allménna losningen ges av
y(x) = log(sin(z) + z + C),

for en konstant C. Ge en kort forklaring till varfor ODE:n ar separabel.

(5 poiing)
. Bestam losningen till initialvirdesproblemet
—zy" + 2z + 1)y — (e + 1)y =0, y(2)=6e" y'(2)=10¢
Ledning: En losning till den associerade homogena ekvationen ges av e®.
(5 poing)

a) Ge exempel pa en andra ordningens linjir ODE med konstanta koefficienter som har
y1(x) = cos(x) + 2sin(z) + = och ya(x) = 2 cos(z) + sin(z) + x

som losningar.

b) Ge exempel pd en andra ordningens linjir ODE pa formen
A(z)y" + B(z)y + C(z)y = 0,
dér A, B och C ar analytiska funktioner, som har en reguljér singulér punkt i = 0, en irreguljar

singuldr punkt i x = 1 och inga andra singuldra punkter.

I bada fallen, kom ihag att motivera varfor ditt exempel uppfyller de givna villkoren.

(5 poéng)

Betrakta ODE:n
$2y”+( 22>zy’+y0

a) Visa att ekvationen har en reguljar singuldr punkt vid = 0.
b) Bestdm indikalekvationen (indicial equation) och dess rotter.

c) Bestdm tva serielosningar for 2 > 0, en for varje rot till indikalekvationen. Det récker att ge
de fyra forsta termerna och differensekvationen for koefficienterna. Kontroll: Om firsta koef-

ficienten for den ena lésningen dr ag ges den femte koefficienten av ay = ——ag. Om forsta

7
koefficienten for den andra losningen dr by ges den femte koefficienten av by = gbo.

(5 podng)



5. Lat o
x(t -5 -2
X(t) = (y(t)) och A = (_4 _7) .
a) Bestdm den allmiinna lésningen till X' = AX.

b) Skissa fasportrittet och ange dess typ och stabilitet.

c) Bestdm en 16sning som uppfyller begynnelsevillkoret X (0) = <3>

3
(5 poing)
6. Bestdm den allménna 16sningen till systemet
x =2l‘—|—g+t€2t
Yy =-2x+2y .
(5 poiing)

7. Betrakta ekvationen —
u”’ — (4005 (?) —1—3) w+ur—1=0.

a) Skriv om ekvationen som ett system av forsta ordningenens ekvationer.
b) Bestdm de kritiska punkterna hos systemet.

c) Visa att om det existerar en grianscykel till systemet sd maste den g runt punkten (0)
(5 poiing)

8. Betrakta systemet

x' =52+ 5y"
y/ — 73z5+y3 :

a) Bestam alla kritiska punkter till systemet och berédkna egenvirdena hos Jakobianen vid de
kritiska punkterna. Vad séger dessa egenvirden oss om stabiliteten vid de kritiska punkterna?

b) Bestdm stabiliteten hos origo. Ledning: Sok efter en lamplig Lyapunovfunktion pa formen
V(z,y) = az® + by'.

(5 poiing)



Losningar till tentan in 1M A032 Ordinara differentialekvationer I 2024-05—21

Losning till problem 1.

b)

for linjara ekvationer:

a) Viser att ekvationen &r linjér, och skriver den dérfor pa standardformen

1
y' + —y = 2sin(2z).
T

Vi kan 16sa den med hjilp av integrerande faktor. Den integrerande faktorn blir

Losningen ges da av

1

y(r) = m

u(z) = ef & = elos@) = 4.

/ ()22 sin (22) d é / 22 sin(2z) da

sin(2x) sin(2x) + 2C

1
- - - 2
. ( x cos(2z) + o

+ C) = —cos(2z) +

Slutligen vill vi bestdmma C sa att begynnelsevillkoret adr uppfyllt. Vi far

sin(27) 4+ 2C B C

= _ 2 =—-14—.
y(m) = —cos(2m) + ——— +

Tillsammans med y(7) = 1 ger detta oss

—1+€:1 <— C =2m.
™

Sa 16sningen till begynnelsevirdesproblemet &r

sin(2x) + 27

y(x) == —cos(2z) + -

En separabel ODE &r pa formen

y = f(x)g(y)

och fran foreldsningarna vet vi att 16sningarna fas av

/ﬁ dy:/f(x) da.

Om vi vill ha y(z) = log(sin(x) + z + C) som lésning kan vi tdnka oss att

och

Vi far da namligen

/L dy — €y +Cl
9(y)

/f(;v) dzx = sin(x) + x + Co.

e+ Cr=sin(x)+ x4+ Cy < €Y =sin(z)+x+ (Cy — C1) < y =log(sin(x) +z+ (Co — Cy)).

Later vi C' = Cy — (' ar alltsa 16sningen pa den givna formen.

Fran

/i dy =€+ C;
9(y)

far vi genom att derivera att



vilket ger oss g(y) = e Y. P4 samma sétt far vi fran

/f(x) dx = sin(x) + z + Cs.
att
f(z) = cos(z) + 1.

Det ger oss alltsa ODE:n
y' = (cos(z) + 1)e Y.

Den ér separabel eftersom den dr pa formen y' = f(x)g(y). Losningarna ges av

/ey dy = /cos(x) +1 dx,

eV =sin(z)+x+C.

vilket blir

Vi kan skriva om detta som
y = log(sin(z) + = + C),

vilket pa den sokta formen.

Losning till problem 2. Vi borjar med att hitta den allménna lésningen till ekvationen. Eftersom vi
ar givna en losning, y; = €%, kan vi anvinda reduktion av ordning for att hitta en till linjart oberoende
16sning.

Vi gor ansatsen yo = u(x)y;(x). Inséttning i ekvationen ger oss

—z(u"yr + 2u'y) +uyl) + (22 + 1) (u'ys +uyr) — (z + uyy = 0.
Om vi samlar ihop de olika derivatorna for u far vi
—zy1u” + (—2zy) + 2z + Dy)u’ + (—zy) + 2z + Dy — (z + )y1)u = 0.
Eftersom y; &r en 16sning till ekvationen blir den sista termen noll. Vi far da kvar
—zy1u” + (—2zy] + (22 + D)y )u’ = 0.
Inséttning av y; = e och y] = e” ges oss
(—zu”" +u')e” = 0.

Vi soker alltsa u som uppfyller
—zu” +u' = 0.

Om vi later v = v’ far vi den forsta ordningens ekvationen
—xv' +v = 0.

En l6sning till denna ekvation ges av v = x (vi behover enbart en 16sning i detta steg). Det ger oss
1
u = 53:2 (vi skippar integratonskonstanten eftersom vi enbart behover en losning). Saledes ges yo av

1
u(x)yr (z) = 5:526””. Vi kan f en enklare losningen genom att multiplicera med 2, vilket ger oss y» = z%€®.

Den allménna 16sningen till ekvationen ar saledes
y(x) = Cre® + Cax?e”.
Vi soker nu C7 och Cy sa att begynnelsevillkoret uppfylls. Vi har
Y (z) = Cre” + Cox?e® + 2Coze”.
Vi far saledes ekvationesystemet

e = Cye? + Cyde?
€2 =€ + Cyde® + 2052¢*



Forkortar vi med €2 far vi

6 = (1 +4Cy
10 =C1+8CQI

Vi far att 16sningen ges av Cy = 2 och Cy = 1. Losningen till ekvationen ges alltsa av

y(x) = 2" + 2%e”

Losning till problem 3. a) Vi letar efter en ekvation pa formen

b)

Y +py +qy = f(x).

Fran teorin om andra ordningens linjéra ekvationer vet vi att den allménna lésningen gar att skriva
pa formen y(z) = yn(x) + yp(z) dér yn = Ciyn,1 + Coyn2 &r den allménna losningen till den
associerade homogena ekvationen och y, ar en partikuldrlésning. Vi kan noterar att om yp, 1(z) =
cos(z), yn,2(x) = sin(x) och y,(x) = z, ddr bade y; och y2 pa formen ovan.

Vi borjar med att bestdmma p och ¢ sd att yp 1(x) = cos(z) och ypo(xz) = sin(x) ar losningen
till den associerade homogena ekvationen. Fran teorin fér andra ordningens linjara ekvationer med
konstanta koefficienter vet vi att cos(z) och sin(z) dr l6sningar om ry 5 = =£4 dr losningar till den
karakteristiska ekvationen

r4+pr4+q=0.

Detta &r fallet om p = 0 och ¢ = 1. Vi far da att y, = Ccos(z) + Cysin(z) dr den allménna
losningen till ekvationen
y// ty= 0.

Sista steget ar att valja f(z) sd att y,(z) = = &r en partikuldrlosning. Detta kan goras genom att
stoppa in x i vansterledet och se vad vi méaste valja f(z) till pa det sédttet. Eftersom y;, =1 och
y, = 0 ger insittning i " + y oss

0+x=uc.

Tar vi f(z) = x far vi alltsd att « dr en partikularlosning till
y// ty=a.

Vivill att x = 0 och x = 1 ska vara singuldra punkter. Fér detta behdver vi ha att z =0 och z =1
ar nollstéllen till A, och det ska inte heller finnas nagra andra nollstéllen eftersom vi inte ska ha
nagra andra singuldra punkter. Lat oss borja med ansatsen A(z) = z(x — 1). Fér B och C har vi
an sa ldnge inga tydliga krav, lat oss darfér borja med ansatsena B(z) = C(z) = 1.

Med ansatserna ovan far vi

B B 1 _ C(z) 1
P@) =30 T 2@ =D M = I T s

Dessa ar inte analytiska i « = 0 eller z = 1, men de &r analytiska i alla andra punkter. S& med
dessa val av A, B och C' &r x = 0 och z = 1 singuléra punkter, och det finns inga andra singuldra
punkter.

Nésta steg ar att se till att * = 0 ar en reguljir singuldr punkt och x = 1 en irreguljar singulér
punkt. Vi borjar med att kontrollera z = 0, for att den ska vara reguljir ska xp(z) och z?q(x) vara
analytiska i z = 0. Vi far

x
-1

D4 bada dessa funktioner ar analytiska i = 0 s& &r punkten reguljar.

1 2 _
ap(x) = = och z°¢g(x) =

For punkten « = 1 vill vi att den ska vara irreguljir, det betyder att antingen (x — 1)p(z) eller
(x — 1)gq(z) ska inte vara analytisk i « = 1. Vi far

(e-1)

(¢~ Dp(x) =+ och (z — 1)%g(x) =

Bada dessa funktioner adr dock analytiska i z = 1, punkten &r alltsd inte irreguljir. Vi behéver
alltsa justera vart val av A, B och C for att fa en irreguljar punkt i x = 1.



Om vi éndrar A sa att det istillet ges av A(z) = z(1 — )? far vi, med B och C' samma som innan,

1 1 9 _ 5 1 _ 1
(@=Dp@) =@ -1 = sy oh - D@ = - m—m = o

I detta fall &r (z — 1)p(z) inte langre analytisk i = 1, s& = 1 4r nu en irreguljér singuldr punkt
((x — 1)%q(z) ar dock fortfarande analytisk).

Vi har nu alltsa ansatsen
z(zr—1)%" +y +y=0.

Vi kontrollerar att den uppfyller alla vara villkor. Vi far

p(z) = A(x) - z(r —1)2 och q(w) = A(x) - z(r—1)%

Dessa funktioner &r analytiska i alla punkter utom x = 0 och x = 1. Vi har alltsd att x = 0 och
x = 1 ar singuldra punkter, och det finns inga andra singuldra punkter. Vidare kontrollerar vi att
x = 0 ar en reguljar punkt. Vi har

_ Bl 1 _ _
@) = F0) T s O 'q(z) = Ax)  z(@ -1

Da bada dessa funktioner ar analytiska i © = 0 s& ar det mycket riktigt en reguljar singuldr punkt.
Slutligen kontrollerar vi att = 1 &r en irreguljir punkt. Vi har

o
z(x —1)

I detta fall &r (x — 1)p(z) inte analytisk i = 1 och det &r darfor en irreguljar singular punkt.

och (z —1)%q(x) = !

xT

(z ~ p(x) =

Losning till problem 4. a) For att visa att « = 0 4r en reguljir singular punkt borjar vi med att

b)

notera att ekvationen kan skrivas som

y' +p(x)y +qx)y =0

med

Béde p(x) och g(z) tydligt singulira vid = 0, sd x = 0 ar en singulir punkt. For att se att de ar
reguljar kontrollerar vi att

3
xp(x) = 22 — B and z%q(z) =1
bada ar analytiska, vilket tydligt ar fallet.

Indikalekvationen ges av 72 + (pg — 1)r + qo = 0 dér po ar virdet pa zp(z) vid = 0 och gy ér
virdet pa z2q(z) vid x = 0. Vi far

3
p():*i OCh QQ:L

Vilket ger oss indikalekvationen

Tz—gTJrl:O

med rotterna

1
rir =2 and 7“2:5.

Enligt Frobenious metod soker vi serielésningar pa formen

o0
y=a" E cpx”
n=0

dar r ar en rot till indikalekvationen.



Vi har

00
_ § n+r
y - Cnx 9
n=0
00

y = Z(n +r)e ™ T

n=0
oo

y' = Z(n +7)(n —1+7)cz™ 2.

n=0

Satter vi in detta i ekvationen far vi

o0 o0 (o] o0
3
Z(n +7r)(n—1+7)c, ™t + Z(n + 1) epa™ T2 3 Z(n + 7)™+ Z cpz" =0
n=0 n=0 n=0 n=0
Division med z" och justering av index ger oss
o0 o0 3 (o] (o]
Z(n +r)(n—1+7r)cpa™ + Z(n — 24 7)cp_px™" — B Z(n +7r)epa” + Z cpa” =0
n=0 n=2 n=0 n=0

Om vi tar ut termerna for n = 0 och n = 1 samt satter resterande termer i en summa far vi

<T<r_1>_‘;’7«+1) co+<(1+7‘)7‘—g(1+7‘)+1> cli <<<n+r><n—1+r)— §<n+r>+1> o+ (n =2+ T)e
vilket vi kan skriva om som
(r2—gr+1) co+<(1+r)—;(1+r)+1> c1i<((n+r)2—g(n+r)+1) cn+(n—2+r)cnz) a" = 0.

Nar r ar en rot till indikalekvationen blir den forsta termen noll. Faktorn framfor ¢; ar inte noll
for varken rq eller ro, vi maste alltsa ha ¢; = 0 i bada fallen. For att summan ska bli noll maste vi
(enligt identitetsprincipen) ha

n—24r

5
+ 2_ 2 —+ 1 n —2 n— :0 <> n — — n—
((” ) - gt + )c + (=24 1r)en—s ¢ (n—Hﬂ)z—g(n—H")—klc 2

for n = 2,.... Eftersom ¢; = 0 kommer vi ha att ¢, = 0 for alla udda n.

For 1 = 2 betecknar vi koefficienterna med a,,, vi far

n n 1
ap = — Ap9 = ———=QAp—9 = ————= Uy —
(n+2)2—g(n+2)+1"2 n?+ 3n n? n+3 ?
och de fem forsta termerna ges av
ap = aop,
a; = 0,
1 2
a — a ——ag,
2 2 % 0 70
az = 0
Vi kan dven kontrollera att 1 4
a4:f4+%a2 ﬁao,
vilket stdmmer 6verens med kontrollvardet.
1
For r = 3 betecknar vi koefficienterna med b,,, vi far
3 3 3
n—3 n—3 n—;s 1
b, = — 2 bpg=———2 by o=———2 b, o=—=b,_
" (n+1/2)2—%(n+1/2)+1"2 nQ—%nn2 n(n—%)"2 "2



och de fem forsta termerna ges av

by = by,
b1 =0,
1
by = —550,
b3 =0
Vi kan aven kontrollera att
by = —lb = 1b
4 — 4 2 = S 05

vilket stdmmer Gverens med kontrollvirdet.
Losning till problem 5. a) Vi borjar med att bestdmma egenvérden till matrisen A. Vi har
det(A— X)) = (=5 = N)(=7—=X) — (—=2)(—4) = A\? + 12X\ + 27,

rotterna ges av

Ao=—6+3.

Nista steg &r att berdkna egenvektorerna. For A\ = —3 far vi ekvationssystemet

= 50)-6)

En 16sning ges av z = 1, y = —1, vilket ger oss egenvektorn

().

For Ao = —9 far vi pa liknande sétt egenvektorn

b) Eftersom vi har tvd distinkta reella egenvirden som bada &r negativa ges fastportrattet av en stabil
nod.

c) For att hitta en 16sning till begynnelsevillkoret sétter vi in ¢ = 0 i den allménna losningen ovan. Vi

far
xo=c 1)+l
=01{_4 2|9 )"
Om vi tar C;y =1 och Cy = 2 far

o= () +2()- )

vilket stimmer 6verens med vart begynnelsevillkor. Losningen ar saledes

X(t) = (_11> e 342 @) e 9t

Losning till problem 6. Viborjar med att notera att systemet gér att skriva pa formen X’ = AX +F(t)

med A (_22 1é2> och F(t) = <L‘%2t).



For att hitta den allménna l6sningen &r forsta steget att 16sa den associerade homogena ekvationen
X' = AX. Vi méste d& bestimma egenviirdena och egenvektorerna till A. Fér egenvirdena har vi

det(A—A)=(2—-N)(2—-\) +1=) -4\ +5,

vilket ger oss egenvardena
A =2=1.

Nésta steg ar att bestdmma de tillhérande egenvektorerna. Eftersom vi har komplexa egenvirden
kommer egenvektorerna vara varandras konjugat, det réacker alltsd att bestdmma en av egenvektorerna
sa far vi den andra pa képet. For \y =2+ ¢ far vi

= @) 0)

Vi kan se att en 10sning ges av k1 = —i och ko = 2, vilket ger oss

Ky = <—;) |
Ky - (2) _

Utifran detta far vi att den allménna losningen till det associerade homogena ekvationen ar

Den andra egenvektorn ges av konjugatet,

Xp, = CrePTP K + CheP=DtE,.

For enkelhetens skulle skriver vi om lésningarna pé reell form. Frén forelasningarna vet vi att real och
imaginirdelen av e?*)' K, ger tva linjirt oberoende lésningar. Vi far

(B — o (cos(t) + isin(t)) (;) = e ((zsiﬁg,)f)) + (5553(5))) |

X; =2 ( Sm(t))> och X, = e (‘ Cos(t)) .

2 cos(t 2sin(t)

vilket ger oss

Den allménna l6sningen till den associerade homogena ekvationen kan saledes skrivas pa formen

Xy = Cpe? (28(1;12)) b Cye? ( C.OS(“) .

Nésta steg ar att hitta en partikuldrlosning, for detta anvinder vi oss av variation av parameterme-

toden. Vi later 0 0
. 9 [ sin(t —cos(t
2= (X Xp)=e (2 cos(t) 2sin(t) ) '

En partikulédrlosning ges da av
X,(t) = @(t)/@—l(t)F(t) dt.

Vi borjar med att berikna ® 1, enligt kiind formel har vi

1 e 2 2sin(t) cos(t)\ _ _o9 [ sin(t)  cos(t)/2
®  2sin’(t) + 2 cos?(t) (2008(15) Sin(t)>_e (COS(t) Siﬂ(t)/Q)'

Detta ger oss

forraraa= [ (20 Ge) (0) @[ (ea)

= (Chmtn o).



Multiplikation med ® ger oss

oGty i) (ol -
_ 2 ( —tcos(t) sin(t ) + sin®(t) + t cos(t) sin(t) + cos (t)(ﬂ) _ ( 1 ) .

—2t cos?(t) + 2 cos(t) sin(t) — 2t sin’(t) — 2 cos(t) sin —2t

Den allménna l6sningen ges da av

— _ 2¢ ( sin(t) 21 (—cos(t) 2t (1
X—Cth,1+CQXh72+Xp—Cle <2COS(t)) + Cse (QSin(t) +e 9t )"

Losning till problem 7. a) For att skriva om ekvationen som ett system introducerar vi variablerna
x = u och y = . Det ger oss systemet

o=y
{y' <4cos<2)+3) —22 417

b) De kritiska punkterna ges av 2z’ =0 ochy =0. Fran 2’ = 0 fir vi direkt y = 0. Fran ¢y’ = 0 far vi
(4 cos (7; ) + 3) y+ 2% —1 =0, vilket tillsammans med y = 0 ger oss & = +1. Vi har alltsa tva

kritiska punkter, den ena (_01) och den andra (é)

c) Fran foreldsningarna vet vi att en granscykel maste omsluta en kritisk punkt. Utifran uppgiften ovan
o . . . . . -1 1 . s
far vi alltsd att en grinscykel maste ga runt antingen ( 0 ) eller <0> . Vi vill utesluta mojligheten

att den enbart gar runt den forsta av dessa punkter.

Fréan foreldsningarna vet vi &ven att om en granscykel omsluter endast en kritisk punkt, da kan den
. . . -1 . .
punkten inte vara en sadelpunkt. Vi kan siledes kontrollera punkten ( 0 ), och om den visar sig

vara en sadelpunkt sa har vi lyckats visa att en grianscykel maste ga runt den andra punkten. For
att kontrollera om vi har en sadelpunkt vill vi bestimma egenviardena hos Jakobianen. Jakobianen

ges av
0 1
J(z,y) = <72r4sin (7; )y 2x 4COS( 3 ) +3>

I punkten <Ol> far vi

For egenvirdena far vi
det(J(—=1,0) — AI) = A\ =3\ — 2,

vilket har rotterna

o . " . . . . -1
Eftersom v 17 > 3 far vi ett positivt och ett negativt egenvirde. Vi kan da konstatera att < 0 >

ar en sadelpunkt.

< . 1 . .
Analysen ovan ger oss att en eventuell granscykel maste innehélla punkten <O)’ vilket var vad vi

ville visa.

Losning till problem 8. a) De kritiska punkterna ges av

0 =5z"+5y"
0 =-3z°+¢°



b)

Den forsta ekvationen ger oss y = —x. Sétter vi in detta i den andra ekvationen far vi —32° —z2 = 0.
Skriver vi om detta som x3(1 + 3x2) = 0 ser vi att den enda l6sningen ar x = 0, vilket direkt ger
xz = 0. Den enda kritiska punkten ar siledes (0,0).

Jakobianen ges av
352°  35y°
J(xay) - <_15l'4 3y2

7(0,0) = (8 8) .

det(J(0,0) — AI) = \?,

och vid origo far vi

For egenvéirdena har vi

sa 0 ar ett dubbelt egenviarde. Nar 0 dr enda egenvardet far vi ingen information om stabiliteten.

Vi ansiitter V(z,y) = az”® 4 by’ som Liapunovfunktion. Vi bérjar med att beréikna derivatan av V
med avseende pa systemet, vi far

av
e kaz* 1 (527 4+ 5y7) + lby' "1 (=32° 4+ 3®) = bkax*tC + Skax®~ly" — 3lbaSy! Tt + 1by' T2,

av
Vart mal ar att fa s antingen positivt eller negativt definit. Till att borja med vill vi bli av med

termerna 5kaz®1y” och —31ba’y' ! vars tecken beror pa y respektive x. Vi ser att vi med rétt val

av parametrar kan f& dessa termer att ta ut varandra. Véljer vi k = 6 och [ = 8 far vi

dv
e 30az'? + (30a — 24b)zy" + 8by'°.

Tar vi, exempelvis, a = 4 och b = 5 férsvinner mittentermen, och vi far kvar

av
—— =120z'2 + 4090
L " 4+ 40y,

vilket ar en positivt definit funktion.

Med ovan val av parametrar har vi

V(z,y) = 42° + 5y°,

av
vilket dven det &r en positivt definit funktion. Med detta val av V' &r alltsa bade V' och s positivt
definita funktioner, vilket vi vet implicerar att punkten ar instabil.



