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Skrivtid: 14-19. Varje problem ger max 5 podng. Fér betygen 3,4 resp. & krivs 18, 25 resp.
32 podng (inklusive eventuella bonuspoding). Tillitna hjalpmedel: minirdknare samt formel-
samling for kursen Samnolikhetsteori I, 1MS03/. Lésningarna skall vara vil motiverade och
forsedda med forklarande text.

1. Amanda spelar ett kortspel dér hon initialt drar 5 kort fran en vanlig kortlek (innehal-
lande 4 ess och 48 andra kort).

(a) Berdkna sannolikheten att Amanda far exakt 2 ess.

(b) Antag att Amanda fick exakt 2 ess. Hon erbjuds mojligheten att kasta 4 kort och
byta ut dessa mot 4 nya kort slumpméssigt dragna fran de kort som finns kvar i
kortleken. Amanda vill gdrna ha s& manga ess som mojligt. Berdkna sannolikheten
att hon totalt kommer att ha minst 2 ess om hon accepterar erbjudandet.

Losning:

48

(a) Da antalet sitt att vilja ut 2 ess och 3 andra kort ar (3) (%

valja ut 5 kort ar (552), blir

), och antalet sétt att

4y (48
(2)(5)
52
(5)
(b) Efter forsta dragningen finns det 2 ess och 45 andra kort kvar i kortleken. Om

Amanda sparar ett ess och drar 4 stycken nya kort sa kommer hon att ha ett ess
plus antalet dragna ess bland de nya korten om hon accepterar erbjudandet.

P(exakt 2 ess) = ~ 0.040.

P(minst tva ess) = P(minst ett ess i andra dragningen)
= 1 — P(inget ess i andra dragningen)

©) (9

1- -0 474
()

~ 0.165.

2. Lat X vara en kontinuerlig stokastisk variabel med tdthetsfunktion

0 omz <0
1/2 omO<z<c
l1+c ome<z<l1
0 omx>1

fx(x) =

)

dédr 0 < ¢ < 1 ar en konstant.



(a) Bestdm c sa att fx verkligen blir en tathetsfunktion.
(b) Bestdm véintevirdet E(X) och variansen V (X).

Losning:

(a) D& [% fx(z)dz = ¢/24+ (1 —c)(1 +¢) = ¢/2+1—¢* = 1, Maste ¢ uppfylla
ekvationen ¢/2 — ¢? = ¢(1/2 — ¢) = 0. D4 ¢ > 0 maste dérfor ¢ = 1/2.

(b)

B(X) = /Oo :cfX(x)da::/Ooofo(x)da:+/()I/Qxfx(:c)dx+/1i2xfx(x)dx+/100xfx(:c)dz

—00 —

1/2 1
- /O 2dz) /2 + 3( /1 ,i)/2 = [w2/415 + [32%/4L
1/16 4 3/4 — 3/16 = 5/8.

Da
1/2 1
E(X?) = /0 xzfx(x)dx—I—/l/QfoX(x)dm

2, b 3 /a11/2 3 /a1l
_ (/ r dw)/2+3(// 2?dz)/2 = [2°/6)Y/* + [32% /6],
0 1/2
= 1/48+3/6—3/48 = 11/24,
blir V(X) = E(X?) — (BE(X))? =11/24 — (5/8)? = 13/192 ~ 0.068.
Anméirkning: Notera att (X|X <1/2) ~ U(0,1/2) och (X|X > 1/2) ~U(1/2,1), s&
alternativt om
1 omX>1/2 ~

blir Y ~ Be(3/4), E(X|Y = 0) = 1/4, E(X|Y = 1) = 3/4, och V(X|Y = 0) =
V(XY =1) = (1/2)?/12, s4 vi kan beriikna viinteviirde och varians som

Y:{ 0 om X <1/2

E(X) = E(E(X|Y))=E(X|X <1/2) P(X <1/2)+ E(X|X >1/2) P(X > 1/2) = 5/8,

1/4 1/4 3/4 3/4

V(X) = EWV(X|Y))+ V(EX|Y)) = (1/2)?/124 (1/4)% + (3/4)® — (5/8)? = 13/192 ~ 0.068.

1/48 3/64

. For en kontinuerlig stokastisk variabel, X, ar P(X > t) = t% for alla t > 1.

(a) Bestdm tathetsfunktionen for X.



(b) Avgoér om X har samma vintevirde som median.
Losning:
(a) Da fordelningsfunktionen for X ges av

1—%, omt>1

0 annars,

FX(t):P(X<t):1—P(X>t):{

och téthetsfunktion fx(t) ar derivatan av fordelningsfunktionen i alla punkter ¢
dér derivatan existerar, blir tdthetsfunktionen

%, omt>1

t
0 annars .

Ix(t) = {

(h) Nej, } -,
E(X):/ th(t)dt:/l St =2,

—00

men medianen for X dr v/2, ty P(X >t) =1/2 om t = /2.
4. Den stokastiska variabeln X ar normalférdelad med
P(X <1)=P(X >1)
(a) Bestam P(X =1).
(b) Antag att P(X > 2) = 0.25. Bestam P(X > 3).
Losning:

(a) P(X =1)=0, eftersom X &r en kontinuerlig stokastisk variabel.
(b) Frén normalférdelningens symmetri foljer att £(X) = 1, s4 X ~ N(1,0?) for nagot
o> 0.Da
X -1 )
o

P(X>2) = 1—P(X§2):1—P< <

1
= 1-3 <) = 0.25,
g

ar % = Ag.25, dar Ag.95 \%/ 0.6745 betecknar den &vre kvartilen hos N (0, 1) fordel-

tabell

S

ningen. Detta ger

P(X>3) — 1—P(X<3):1—P<

S
|
—
IA
SRS
N————

= 1- @(2/\0.25) \'[-b/’/ 1—0.91 =0.09.
~1.349 tabell



5. Den tvadimensionella stokastiska variabeln (X,Y) har simultan
téthetsfunktion

Fey(ony) = { 12 om () €T

annars

dér T ar triangeln som begransas av linjerna x =0, y = 0 och y = 2 — .

(a) Berdkna de marginella tathetsfunktionerna for X och Y.
(b) Ar X och Y oberoende? Svaret ska motiveras.
Losning:

(a) Observera att fxy(z,y) =0omy <0,z <Oellery>2—z (dvs z >2—y).
2z T
fx(z) :/ fXYUCydy—/ 0dy—|—/ 7_’_ Ody—l—5
2_
fy () =/ fxy:lrydx—/ Ody+/ —+ Ody—l %,ogygz

(b) X och Y é&r inte oberoende, ty om de vore det skulle fxy(z,y)
Ett mer direkt motexempel dr: P(X > 1) = P(Y > 1) = [{°(1 —
P(X >1,Y >1)= [ [{°0dxdy = 0. Séledes ar

P(X>1Y>1)#P(X >1)P(Y >1).

6. En vanlig (6 sidig) tdrning kastas N ganger dar N &ar en stokastisk variabel med
P(N =k)=27% k> 1. Lat S beteckna 6gonsumman och berikna
(a) P(S=3)
(b) P(N=2]|5=3)
(¢c) P(S=3| N udda)

Losning:

(a) Vihar P(S =3|N =1) = P(trea) = 1/6, P(S = 3|N = 2) = P(forst etta, sedan tvaa)+
P(forst tvaa, sedan etta) = 2/36, P(S = 3|N = 3) = P(3 ettor pa 3 kast) =
(1/6)> = 1/216, och P(S = 3|N = k) = 0, om k > 3. Enligt lagen om total
sannolikhet ar

o0
P(S=3) = Y P(S=3|N=FkP(N =k)
k=1
1 2 1 169
= —.27ly o2 973 = ——— x0.098.
6 T35 T 216 1728

e o P(S=3N=2P(N=2) = &-272 24 _
PN =25=3)= P(S =3) T (169/1728) 169 0-142.




(c)

P(§=3,N=1)+P(S=3 N =3)
P(N udda)
P(§=3,N=1)+P(S=3 N =3)
Zk>0 2—(2k+1)
1 — 1 — 1 — 1 —
R e B B R L

213 g4k (2/3) T 1152

P(S =3| N udda) =

~ 0.126.

7. Lat X ~ Bin(7,1/2).

(a) Bestam F(X3).
(b) Beriikna P(5 < X3 < 29).

Losning:

(a) Da X ~ Bin(7,1/2), ir P(X = k) = (])(1/2)7, s4

E(X3) = 27: BP(X =k)
k=0

rnm 3T\ 1%-74+23.2143%.3544%.3545%.214+6%. 74 7°
= (1/2)" >k k| 128
k=0

7840 245
= T2 - 61.25.
28 ~ a 0L

Alternativt, d& X har momentgenererande funktion (se formelsamling)

1 1
Ux(t) = (5 + §€t)7»

blir .
Wy re 1 1 4
\IIX (t) 9 (2 26) )
@ _ Wy, 42671 1 4
och

84e* 1 1,5 2103 1 1
FEEC I LA SRS
shB(XP) = WR(0) = Wi (0) + P+ 5 4 0 = MR _ 20,
(b) P(5< X®<29)=P(X=2)+P(X=3)=(2)(1/2)7+ (5)(1/2)7 = £ = 0.4375.

v @) +

0 !

)

8. Lat X1, Xo,... vara en foljd av oberoende stokastiska variabler med X; ~ Re(0,1), for
alla 7 > 1. Bestam
lim P(eV™(X1Xy--- X,)/V" <5).

n—oo



Ledning: Om X ~ Re(0,1), sa &r E(InX) = —1 och V(InX) = 1.
Losning: Lat Y, = eV (X X5 - - X,,)Y/V". D4
Y, = v+ — il X
nY, =vn+ —= n A,
Vi

och In X; ar oberoende och likaférdelade, foljer enligt CGS att

P( i:llnXi;E( i=1 In X;) Sx) :p(i=1h1Xi+” SSC) — ®(z),
D3, In X5) Vn

da n — oo. Alltsa maste
Fy (x)=P(Y, <z)=P(nY, <lnz) - &(lnz),

dad n — oo, for alla x > 0, dar ® betecknar férdelningsfunktionen f6r en N(0, 1) fordelad
stokastisk variabel. Speciellt &r déarfor lim,,_,o Fy;, (5) = ®(In5) ~ ®(1.61) ~ 0.946.



