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Skrivtid: 5 timmar. Tillatna hjilpmedel: minirdknare och formelsamlingen. Varje uppgift ger som mest
5 podng. Mazpodng dr 40, plus 2 mdjliga bonuspodng fran inlimningsuppgifter. 18-24 ger betyg 3, 25-
31 ger betyg 4, och 32-42 ger betyg 5. Lycka till!

1. Lat A, B och C vara héndelser i ett sannolikhetsrum (2, 7, P) med P(BNC) > 0.

a) Visa att P(B) > 0.
Lésning. B BNC,sa P(B)> P(BNnC) > 0. O
b) Visa att P(A° | B) =1— P(A| B).

Lésning. Vi har B = (BN A) U (BN A€), och BN A och BN A° ér disjunkta méngder, sa vi far
P(B) =P(BNA)+ P(Bn A°), och ddrmed har vi

P(A°NB) P(B) - P(ANB) P(AN B)

P(A®| B) = B P(B) =1- P(B) —1-P(A]| B).
U
c) For sannolikhetsmattet Q(A) = P(A | B), visa att Q(A | C) = P(A| BN C).
Lésning.
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2. Den tvadimensionella slumpvariabeln (X,Y) har simultan tdthetsfunktion fxy(z,y) = cx for

z,y € [0,1] och fxy(z,y) =0 annars.

b) Bestdm de marginella téthetsfunktionerna till X och Y.

Lésning. Om z ¢ [0,1] sa ar fxy(z,y) =0 for alla y, sa fx(z) =01 detta fall. For x € [0,1] far vi

0o 1
Ix(x) = /_ fxy(z,y)dy = /0 cxdy = cx.

Pa samma sétt far vi fy(y) =0 om y ¢ [0, 1] och annars

1
fy(y):/o cxdxr = c¢/2.

a) Bestdm c.

Losning. Vi far ¢ = 2, eftersom

1 :/fo(x)dx:/olcxdac:c/l

c¢) Bestdm kovariansen Cov(X,Y).

Léosning. Eftersom fxy(z,y) = fx(x)fy(y) sa & X och Y oberoende, sa Cov(X,Y) = 0. O



3. En apa spelar en rad pa stryktipset varje vecka. En tipsrad bestar av 13 fotbollsmatcher dar apan
pa varje match fyller i 1, X eller 2.

a) Hur linge kommer det ta i genomsnitt (medelvérde) for apan att fa minst 12 ritt pa en rad?

Lésning. Antalet rétt apan far under en given vecka &r en slumpvariabel X ~ Bin(13,1/3), sa sanno-
likheten att apan far minst 12 ritt pa en given vecka ar

P(X > 12) = P(X =12) + P(X = 13) = 13 (;)12 %* (31))13

1
= 310

Antalet veckor apan maste spela for att f minst 12 ritt pa en rad ar alltsa Y ~ ffg(1/310), sa vi far
EY = 319 = 59049 veckor = 59049 - 7 = 413343 dagar ~ 413343/365 ar ~ 1100 ar. O

b) Hur linge maste apan leva for att den ska ha minst 90% chans att fa minst 12 rétt under sin livstid?

Lésning. Om Y ~ ffg(p) sa ér P(X > k) = (1 —p)* for k = 0,1,2,..., och i varat fall &r p = 1/310,
sa vi soker alltsa det minsta heltalet k sa att

1
k<o,

P(X>k):(1—3T0 <

Vi far alltsa

log(0.1) .
k= lrlog(l—]_/?)lo) = 135964 veckor ~ 2600 ar.
O
4. Lat X ~ N(0,1) och Y ~ N(0,1) vara oberoende slumpvariabler.
a) Anvénd faltningsformlerna for att hitta fordelningen till X + Y.
Losning.
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Eftersom integranden i sista raden &dr tédthetsfunktionen till N(z/2,1/2) sa far vi
—22/(2-2 —22/(22
Frav(z) = (B2 e 1 ey g, ¢
V22 Jooo\/2m-1/2 V22
Detta &r tathetsfunktionen till N(0,2), sa vi far X +Y ~ N(0, 2). O
b) Anvénd genererande funktioner for att hitta férdelningen till X + Y.
Lésning. Den momentgenererande funktionen till N(u, 0?) #r ettt/ 2 s& vi far
Uxay (1) = Ux By (1) = €262 = el = 202,
Vi ser alltsa att megf till X + Y &r samma som mgf till N(0,2), sa X +Y ~ N(0,2). O

5. Kasta ett mynt 50 ganger och skriv p for sannolikheten att myntet landade pa krona minst 30 ggr.

a) Anvénd Chebyshevs olikhet for att visa att p < 1/4.



Lésning. Antalet ggr myntet landade pa krona &r en slumpvariabel X ~ Bin(50,1/2) och vi vill
uppskatta P(X > 30). Genom symmetrin f6r binomialférdelning har vi att P(X > 30) = P(X < 20),
sa vi far

P(X > 30) = %P({X > 30} U {X < 20}) = %P(|X — 25 > 5).

Vi har EX = 25 och Var(X) = 25/2, sa Chebyshevs olikhet ger
1 Var(X) 25 1

1
P(X > X —25| > = =,
(X 230) = 5P R 2 52 22256 4

b) Anvind en noggrant utvald tabell for att approximera p.

Lésning. Eftersom 50 - 1/2 - 1/2 > 5 sa anvinder vi normalapproximation, med halvkorrektion da
variabeln dr diskret. Vi far da

Xf25>30.5—25):P(X
5/vV2 —  5/V2 5/[ -

P(X >30) = P(X >30.5) = P( > 1.1v2) ~ 1 — ®(1.56)

~ 1 —0.9406
= 0.0594 =~ 0.06.

O

6. Kasta en symmetrisk tdrning med n sidor till nagon sida dykt upp tva ganger. Lat X, vara antalet
kast som behovs. Bestdm fordelningsfunktionen till X,, och visa att griansfordelningen till X, /\/n ér

VX dir X ~ Exp(1/2).

Ledning: For att hitta griansférdelningen, berdkna lim,_,~ log P(X,,/\/n > t) genom att anvinda

Taylorutvecklingen log(1 — z) = —z + O(2?) néir x — 0, och anviind er av att
n—|—1) 2 _ nn+1)(2n+1)
k= —7—+> k .
Z , Z ;

Lésning. Notera att P(X,, > 1) = 1, eftersom vi behéver minst 2 kast. Notera ocksa att vi har
PX,>k+1|X,>k)=Mm—k)/nfork=1,...,n—1, eftersom om de forsta k kasten ger olika
sidor sa har vi n — k mdjliga sidor kvar som gor att kast k + 1 ger en ny sida. For k =2,...,n— 1 far
vi da
P(X,>k)=P(X, >k X,>k-1)

=PX,>k|X,>k—-1)P(X,, >k—1)

=PX,>k| X, >k—-1)PX,>k—-1|X,>k—-2)P(X, >k—2)

=PX,>k|Xp,>k—-1)...P(X, >2| X, >1)P(X, >1)

n—k—1 n-1

= .. -1
n n

k-1
= H n-

j=1

Fordelningsfunktionen blir alltsa
k—1 -
FXn(t):P(Xngt):1—P(Xn>t):1—Hn_‘7 H< >

j=1 j=1
for k =2,...,n — 1. Mer generellt har vi P(X,, <t)=0fort <2, P(X,, <t)=1omt>n, och om
2 <t<nfar vi

Py (t)=1-— Ltlj'[l <1 - i) .

J=1



Vi vill nu hitta lim, e P(X,/v/n < t). Om t < 0 &r P(X,,/v/n < t) =0 for alla n, sa gransvirdet
blir 0 i detta fall. Ta nu ett ¢ > 0. Om n > max {¢?,2/t?} s& &r 2 < ty/n < n, sa att

A,
POV >0 = PO i = ] (1-2).
j=1
och vi har
o Lﬁ (1-)- ”zH (1-7)-- m i m C((1-2)+2)

For den forsta summan har vi

[tvn]-1

fE Y YT

Eftersom ty/n — 1 < [ty/n] < ty/n har vi
(Wi -2/ —1) _ (/i )i
2n "= 2n ’

s& vi ser att s, — t2/2. For den andra termen anviinder vi att |log(1 — z) + z| < Cz? for x € (—9,0)
for nagot tillriickligt litet § > 0 och nagot tillrickligt stort C' > 0. Eftersom |t\/n] /n — 0 sa ér
0<j/mn<éforallaj=1,...,[ty/n] —1 om n ér stort nog, sa att vi har, for stora nog n,

558 . . e C([tv/n] — 1) [ty/n] (2 [ty/n] —1
> (1 (1-2) +2)| < > ol (1] = D 17 21037 =

< C-tyn-tyn-2tyn  Ct noco
- 62 - 3yn

Vi far alltsa limy, 0 log P(X,,/v/n > t) = —t2/2, sa P(X,,//n > t) = e /2 och da har vi

0.

P(Xp/vyn<t)=1-P(X,/vn>t) 22% 1 - /2
Om X ~ Exp(1/2)saéir P(X <t)=1-et/?fort>00ch P(X <t)=0omt < 0,84 P(X2<t)=0
omt < 0ochomt>0sair P(VX <t) = P(X <t2) =1—¢ /2. Vi drar alltsi slutsatsen att
X,,/+/n konvergerar i férdelning mot v/X. O

_

7. Vi skriver X ~ Y om X och Y har samma fordelning. Avgor om féljande pastaenden om diskreta
slumpvariabler dr sanna eller falska. Om ett givet pastdende ar sant, forklara varfor, och om falskt, ge
ett motexempel.

a) Om P(X >0)=1saéar X > 0.

Lésning. FALSKT. Ta till exempel 2 = {a, b} med P({a}) = 1, P({b}) = 0, och séitt X (a) =1, X (b)

O

0. Da dr X (b) <0, sa vi har inte X > 0, men P(X > 0) = P({a}) = 1.
b) Om X > 0sa dr EX > 0.
Losning. SANT. X ar diskret sa &dr alla observationer med positiv sannolikhet finns i méngden A =
{z1,22,...}. X > 0 sa vi kan vilja x,, > 0 for alla n, och P(X = z,,,) > 0 for nagot m, sa vi far
EX =) z,P(X =2y) > 2 P(X = ) > 0.
n=1
O

c) Om X1 ~ Xy och Y] ~Yysaidr X; +Y; ~ Xo+ Yo.



Lésning. FALSKT. Ta till exempel X1 = X9 = Y] ~ Be(1/2) och lat Y2 ~ Be(1/2) sa att X3 och Y»
ar oberoende. Da &r X +Y; = 2X; sa att fordelningen till X7 + Y7 dr px,+v,(0) = px,+v,(2) = 1/2,
medan X + Yy ~ Bin(2,1/2). Sa till exempel har vi 0 = P(X; + Y1 =1) # P(Xo+ Yo =1) = 1/2.

Ett exempel pa sadana slumpvariabler skulle kunna vara att lata Q = {a, b}2 med likformig sanno-
likhet, och Xj(w) = Xs(w) = Yi(w) = 1 om w1 = a, Xi(w) = Xo(w) = Yi(w) = 0 om w; = b,
Yo(w) =1 om wy = a, och Ya(w) =0 om wy = b. Da dr X7 = Xy = Y] ~ Be(1/2) och Y2 ~ Be(1/2)
oberoende. ]

d) Om X ~Y sa dr ¢X ~ ¢Y for alla ¢ € R.

Lésning. SANT. Om ¢ = 0 sa édr ¢cX = cY sa cX ~ c¢Y. Annars, om P(X =t) = P(Y =t) for varje
teR,sadr P(cX =t)=P(X =t/c)=P(Y =t/c)=P(cY =t),sacX ~cY. O

e) Om X ~Y sadr EX = EY.
Losning. SANT. X ~Y,sa P(X =t) = P(Y =t) for allat € R. Lat A = {t1,12,...} vara en méngd
som innehaller alla observationer med positiv sannolikhet (f6r bade X och Y). Vi far

o (o9}
EX =) t.P(X=t,) =) t,P(Y =t,) = EY.
n=1 n=1

O

8. Hitta diskreta slumpvariabler X1, Xs,... som bara antar virden i N = {0,1,2,...} sa att foljande
pastaenden stiammer.

a) EX; =1 och Var(X;) = 32.

Lésning. Prova till exempel P(X; =n) =1/noch P(X; =0)=1—-1/n.Daédr EX; =0-P(X; =
0)+n-P(X; =n)=0+n/n =1 Eftersom EX? = n?P(X; = n) = n si i Var(X;) = EX? —
(EX1)? =n — 1. Om Var(X) = 32 méste alltsd n = 33 och vi far da en slumpvariabel som uppfyller
egenskaperna. O

b) EX2 < 0o och Var(X3) = oc.

Lésning. Vi vet att Y. 1/n3 konvergerar, s& om vi har P(Xy = n) = ¢/n3 for n = 1,2,... dir ¢ &r
vald sd att > ¢/n® =1 sd far vi en sannolikhetsfordelning, och
= c Sy
EX2:ZTL$:ZE<OO7
n=1 n=1

men vi far ocksa

Var(X3) = Z(n _ EX2)2 . % — Z <c _ 2cE X5 n C(EX2)2> .

n n2 n3

n=1 n=1

eftersom > ¢/n divergerar medan > 2¢E X5 /n och Y ¢(EX3)?/n konvergerar. O
c) Cov(X3, X4) =0 men X3 och Xy dr beroende.

Losning. Om vi forst later X € {0,1,2} vara sa att P(X = 1) = P(X = —-1) = P(X =0) = 1/3,
sd dr dven P(X? = 1) = P(X? = —-1) = P(X? = 0) = 1/3, sa vi far EX = EX? = 0. D&
ar Cov(X, X?%) = EX3 — EXEX? = 0, men X och X? ir tydligt beroende, eftersom till exempel
P(X =0,X?=0)=P(X =0) = 1/3, medan P(X = 0)P(X?2=0)= P(X =1)2 =1/9 # 1/3. Lat
nu X3 =X +1och X4 = X2 Dair Xg € Noch X4 €N, och

Cov(X3,X4) = Cov(X 4 1, X?) = Cov(X, X?) 4 Cov(1,X?) =0,
men X3 och X, dr beroende eftersom till exempel P(X3 =1,X4 =0) # P(X3 =1)P(X4 =0). O

d) P(Xs >m+n| X5 >m)=P(X5 >n) for alla m € Nochn € N.



Lésning. Om X5 ~ ffg(p) for nagot p sa dr P(X5 > k) = (1 —p)¥ for k € N, sa vi far
P(Xs>m+n,Xs>m) P(Xs>m-+n) (1—p)mn
P(X5 > X5 >m) = = =
(X5 >m+n|Xs>m) P(Xs5 > m) P(Xs5 > m) T—pm
)

={1-p"
:P(X5 >n).

O
e) lim, oo FX,, = 0o men lim,,_,, P(X,, > €) = 0 for varje € > 0.

Lésning. Vi sitter P(X,, =n?) =1/n och P(X, =0)=1—1/n for n > 6. Da #ir EX, =0- P(X,, =
0) +n?- P(X, =n?) =04 n?/n 2= 0o, men P(X,, >¢€) < 1/n 222 0. O



