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Skrivtid: 8-13. Varje problem ger max &5 podng. For betygen 3,4 resp. 5 krivs 18, 25 resp.
32 podng (inklusive eventuella bonuspoding). Tillditna hjalpmedel: minirdknare samt formel-
samling for kursen Samnolikhetsteori I, 1MS03/. Lésningarna skall vara vil motiverade och
forsedda med forklarande text.

1. Louise ska sélja sitt hus i skidrgarden och hoppas fa minst 7 miljoner fér huset. Hon
bedomer att hon kommer att lyckas med detta med sannolikhet 0.5 om det &r fler 4n
tva budgivare, sannolikhet 0.1 om det ar exakt tva budgivare och sannolikhet 0.02 om
det &r farre &n tva budgivare. Antag att sannolikheten att det &r farre &n tva budgivare
ar 0.4, sannolikheten att det ar exakt tva budgivare ar 0.2 och att sannolikheten att
det &r fler 4n tva budgivare ar 0.4.

(a) Berédkna sannolikheten att Louise lyckas.

(b) Antag att Louise lyckas. Berdkna sannolikheten att det var fler &n tva budgivare.

Losning: Lat Ey, FE», och E3 beteckna héndelerna att det ar farre &n, lika med, re-
spektive fler 4n tva budgivare. Lat L vara héndelsen att Louise lyckas sélja sitt hus
for minst 7 miljoner. D& dr P(E,) = 0.4, P(Es) = 0.2, P(E3) = 0.4, P(L|E;) = 0.02,
P(L|E;) = 0.1, P(L|E3) = 0.5.

(a) Lagen om total sannolikhet ger

P(L) = P(L|E\)P(E:)+ P(L|E)P(Es) + P(L|Es)P(Es)

0.02-044+0.1-0240.5-0.4=0.228

(b) Enligt definitionen av betingad sannolikhet &r

P(E3NL)  P(L|Es)-P(E3)  0.5-0.4

P(Es|L) = = = = 0.877.

P(L) P(L) 0.228

2. T en klass med 40 elever fordelar sig fodelsedagarna enligt foljande tabell:

Fodelsemanad

Jan Feb Mar Apr Maj Jun Jul Aug Sep Okt Nov Dec

Antal

3 1 6 6 5 5 0 1 3 4 3 3

Berédkna sannolikheten att det i en slumpmaéssigt vald grupp om 5 av dessa elever finns
minst 2 stycken som &ar fédda i april.



Borja med att identifiera vilken sannolikhetsférdelning som ar relevant hér.

Losning: Vi kan identifiera detta problem med dragning utan aterldggning av 5 bollar
ur en urna bestdende av 6 vita (april-bollar) och 34 svarta (andra bollar). Om X é&r
antalet personer bland de 5 utvalda som ar fodda i april, sa géller X ~ Hyp(40,5,6/40).
Alltsa ar

P(X>2)=1-P(X<1)=1-P(X=0)-P(X=1)=1— (3345;”4) + (?()45%4) ~ 0.154.

—_— =
~0.42288 ~0.42288

. Lat A, B och C vara héndelser med P(A) = 0.5, P(B) = 0.7 och P(C) = 0.9.
(a) Bestdm det kortaste intervallet [a,b] sa att
a<P(ANnBNC)<b,

alltid géller.
(b) Bestdm P(AUBUC) under antagandet att hdndelserna A, B och C' &r oberoende.

Losning:
(a) Eftersom ANBNCCA ANBNCCB,och ANBNC CC, ér

P(ANBNC) < min(P(A), P(B), P(C)) = 0.5.

Vidare ar
P(AnBNC) = 1-P((ANBNC)9 = 1—-P(A°UB°UCY)
De Morgan
> 1—(P(A%) + P(B°) + P(CY))
= 1-((1-05)+(1-07)+(1-0.9)=0.1.
Alltsa ar

0.1<P(ANBNC)<0.5.

Den 6vre gransen uppnas exempelvis om A C B C C, och den undre gridnsen
uppnas om A€, B¢ och C¢ ar disjunkta.

(b) Om A, B och C &r oberoende, ar

P(AUBUC)=1-P((AUBUC)9 = 1—-P(A°NB°NCY
De Morgan
= 1= P(A)P(B)P(C) = 1= (1-05) - (1-0.7)- (1-0.9) = 0.985.

ober.



4. Lat (X,Y) vara en 2-dimensionell diskret stokastisk variabel med simultan sannolik-
hetsfunktion

c omi=j5=1

P(X=4,Y=j)=X 2¢c omi=j=2 ,
0 annars

dar ¢ ar en konstant.

(a) Bestdm den marginella sannolikhetsfunktionen for X.

(b) Bestam den betingade sannolikhetsfunktionen ¢(z) := P(X = z|Y = 1) och avgor
om X och Y ar oberoende.

Losning:

PX=1)+P(X=2)=1=c— 2
Alltsa ar 1 5
P(X =1) =3, P(X =2) 3
(b)
PY=1)=> P(X=4Y=1)=P(X 1,Y:1):;.
_ _ 1
q(1) PX=1Y=1)= P();(_Yl’zyl)_ D _ -+ =1
3

q(x) ar en betingad sannolikhet och eftersom ¢(1) = 1 sa maste q(z) = 0 for = # 1.
q(x) # P(X = z) och alltsa dr X och Y inte oberoende. Detta kan man &ven inse
direkt fran definitionen av den simultana férdelningen, eftersom man fran den far

att X =Y.
5. Lat 200
X —1
X ~ Exp(2), och lat  Z = Z_I—ZOO

100 ’
dér X; har samma fordelning som X for alla 1 < i < 200.

(a) Antag att X; = X for alla i. Bestdm tathetsfunktionen for Z.



(b) Antag att X; ar oberoende. Bestdm approximativt tdthetsfunktionen for Z.
Losning: Da X ~ Exp(2) ar

och X har tathetsfunktion

2% omt>0
0 annars
och foérdelningsfunktion

_ =2t >
FX(t):P(th):{l e omt>0

0 annars
ZQOO —100
(a) Om X; = X forallaiar Z = 00 = 200)1(00 100 — 2X —1. Denna stokastiska
variabel har férdelningsfunktion
Fz(t) = P(Z<t)=P2X-1<t)=P(X <(t+1)/2)

1—e ) omt>—1
= Fx(t+1)/2) = { 0 annarg

Tathetsfunktionen for Z som ges av derivatan av dess férdelningsfunktion, blir
e om ¢t > —1

dérfor fz(t) = 5fx((t+1)/2) = { 0

(b) Om X; ar oberoende med samma foérdelning som X for alla i ar

annars

200
E()_X;) =200 7_100
i=1

200
ZX ) =200 - Z = 50,

och 200 200 200
— 'LlX E( Xz): ZlX—l()O
D(XH X@> VE
approximativt N (0, 1)-férdelad enligt CGS. Alltsa ar Z = \{(;N ungefir N (0, 0?)-
fordelad dér o = \1/(; Téathetsfunktionen for Z blir dérfor ungefar
1
fz(t) = ———e 127t eR.
2o
< /50
dar o = 100 -



6. Lt X ~ Re(—1,1).

(a) Visa att E[f(X)] = f(E[X]) om f(z) =23+ 1.
(b) Visa med ett motexempel att det inte alltid géller att E[f(X)] = f(E[X]) for en
godtycklig funktion f: R — R.

Losning:

(a) Den stokastiska variabeln X har tithetsfunktion fx(z) = 3 for —1 < z < 1 och
fx(z) = 0 for 6vriga virden pa x. Da

4

B0 = [ 2=

och
f(EIX]) = f(0) =1,
ser vi att f(E[X]) = f(E[X]), d& f(z) = 23 + 1.
(b) Ett enkelt exempel dr f(x) = 2%, som ger f(E[X]) = f(0) = 0 och E[f(X)] =
E[X?] =V(X) > 0.

7. En nybérjar-roddare uppskattar att lingden han kommer pa ett godtyckligt artag (métt
i enheten meter) &r en viss stokastisk variabel med vintevéirde 9 och varians 9. Bestam
sannolikheten att han klarar att ro 3000 meter pa 325 artag under antagandet att det
inte finns nagra samband mellan langden pa olika artag. (Redogér som vanligt f6r de
beteckningar, antaganden och approximationer du gor.)

Losning: Lat X; var lingden av det i:te artaget, och lat S, = > i ; X;. Vi soker
P(S325 > 3000). E(S,) = n- E(X1) = 9n och tack vare oberoendet mellan de olika
artagen blir V(S,,) = nV(X;) = 9n. Sarskilt s& far vi E(S325) = V(S325) = 2925. Pa
grund av CENTRALA GRANSVARDESSATSEN ar S, approximativt normalférdelad da n
ar stort.

P(S325 >3000) = 1— P(S325 < 3000)
1_ P(S325 — 2925 < 3000 — 2925 )
V2925 /2925
—_——

=1.39

{enligt CGS} 1—®(1.39)
{enligt tabell} = 1—0.9177 = 0.0823.

Q

8. Lat X vara en Binomialférdelad stokastiska variabel med E(X) =4 och V(X) = 3.

(a) Bestdm P(X < 2).
(b) Bestim E(X?).

Losning:



(a)

Om X ~ Bin(n,p) ar E(X) = np och V(X) = np(l —p). Da E(X) = 4 och
V(X) = 3 &r darfor X ~ Bin(16,1/4). Enligt formelsamlingen (férdelningsfunk-
tionen for en Binomialfordelad stokastisk variabel, n = 16,k = 2,p = 0.25) blir
déirfor P(X < 2) = 0.1971.

Den stokastiska variabeln X har (se formelsamlingen) momentgenererande funk-
tion
U(t) = (0.75 + 0.25€%) .

Derivering ger
U/ (t) = 4e'(0.75 + 0.25¢") ",

U"(t) = 4€1(0.75 4 0.25¢) ' 4 15e21(0.75 4 0.25¢") 14,
21
() = W (t) + 30e*(0.75 + 0.25¢") M + 706“(0.75 +0.25¢H)13.

Det foljer att

210 210 984105 203
E(X?) = U"(0) = ¥"(0) + 30 + - 19430+ = % = = 10L5.

Alternativ 16sning: X = Y18, X;, dér X; ~ Be(1/4) ar oberoende, ger

E(X3 = B(X1+...+X16)%) =16-15-14- B(X1X3X3) +3-16-15- BE(X,X3) + 16 - B(X})
= 16-15-14-(1/4)3 +3-16-15- (1/4)® + 16 - (1/4) = 101.5,

déir vi anvint att vintevirdet av en produkt av de oberoende och likaférdelade
X, variablerna endast beror av antal distinkta variabler, ty E(X") = 1/4, for alla
n > 1.



